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Capitulo 1

LA COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS

1.1 INTRODUCCION

En un sentido amplio, dado un problema y un dispositivo donde resolverlo, es
necesario proporcionar un método preciso que lo resuelva, adecuado al dispositivo.
A tal método lo denominamos algoritmo.

En el presente texto nos vamos a centrar en dos aspectos muy importantes de los
algoritmos, como son su disefio y el estudio de su eficiencia.

El primero se refiere a la busqueda de métodos o procedimientos, secuencias
finitas de instrucciones adecuadas al dispositivo que disponemos, que permitan
resolver el problema. Por otra parte, el segundo nos permite medir de alguna forma
el coste (en tiempo y recursos) que consume un algoritmo para encontrar la
solucion y nos ofrece la posibilidad de comparar distintos algoritmos que resuelven
un mismo problema.

Este capitulo esta dedicado al segundo de estos aspectos: la eficiencia. En
cuanto a las técnicas de diseflo, que corresponden a los patrones fundamentales
sobre los que se construyen los algoritmos que resuelven un gran numero de
problemas, se estudiaran en los siguientes capitulos.

1.2 EFICIENCIA' Y COMPLEJIDAD

Una vez dispongamos de un algoritmo que funciona correctamente, es necesario
definir criterios para medir su rendimiento o comportamiento. Estos criterios se
centran principalmente en su simplicidad y en el uso eficiente de los recursos.

A menudo se piensa que un algoritmo sencillo no es muy eficiente. Sin
embargo, la sencillez es una caracteristica muy interesante a la hora de disefiar un
algoritmo, pues facilita su verificacion, el estudio de su eficiencia y su
mantenimiento. De ahi que muchas veces prime la simplicidad y legibilidad del
codigo frente a alternativas mas cripticas y eficientes del algoritmo. Este hecho se
pondra de manifiesto en varios de los ejemplos mostrados a lo largo de este libro,
en donde profundizaremos més en este compromiso.

Respecto al uso eficiente de los recursos, éste suele medirse en funcioén de dos
parametros: el espacio, es decir, memoria que utiliza, y el tiempo, lo que tarda en
ejecutarse. Ambos representan los costes que supone encontrar la solucion al
problema planteado mediante un algoritmo. Dichos parametros van a servir ademas
para comparar algoritmos entre si, permitiendo determinar el mas adecuado de
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entre varios que solucionan un mismo problema. En este capitulo nos centraremos
solamente en la eficiencia temporal.

El tiempo de ejecucion de un algoritmo va a depender de diversos factores
como son: los datos de entrada que le suministremos, la calidad del coédigo
generado por el compilador para crear el programa objeto, la naturaleza y rapidez
de las instrucciones maquina del procesador concreto que ejecute el programa, y la
complejidad intrinseca del algoritmo. Hay dos estudios posibles sobre el tiempo:

1. Uno que proporciona una medida teorica (a priori), que consiste en obtener una
funcién que acote (por arriba o por abajo) el tiempo de ejecucion del algoritmo
para unos valores de entrada dados.

2. Y otro que ofrece una medida real (a posteriori), consistente en medir el tiempo
de ejecucion del algoritmo para unos valores de entrada dados y en un
ordenador concreto.

Ambas medidas son importantes puesto que, si bien la primera nos ofrece
estimaciones del comportamiento de los algoritmos de forma independiente del
ordenador en donde seran implementados y sin necesidad de ejecutarlos, la
segunda representa las medidas reales del comportamiento del algoritmo. Estas
medidas son funciones temporales de los datos de entrada.

Entendemos por tamario de la entrada el nuimero de componentes sobre los que
se va a ejecutar el algoritmo. Por ejemplo, la dimension del vector a ordenar o el
tamafo de las matrices a multiplicar.

La unidad de tiempo a la que debe hacer referencia estas medidas de eficiencia
no puede ser expresada en segundos o en otra unidad de tiempo concreta, pues no
existe un ordenador estandar al que puedan hacer referencia todas las medidas.
Denotaremos por 7(n) el tiempo de ejecucion de un algoritmo para una entrada de
tamafo .

Tedricamente 7(n) debe indicar el nimero de instrucciones ejecutadas por un
ordenador idealizado. Debemos buscar por tanto medidas simples y abstractas,
independientes del ordenador a utilizar. Para ello es necesario acotar de alguna
forma la diferencia que se puede producir entre distintas implementaciones de un
mismo algoritmo, ya sea del mismo codigo ejecutado por dos maquinas de distinta
velocidad, como de dos codigos que implementen el mismo método. Esta
diferencia es la que acota el siguiente principio:

Principio de Invarianza

Dado un algoritmo y dos implementaciones suyas /; € I, que tardan 7\(n) y T»(n)
segundos respectivamente, el Principio de Invarianza afirma que existe una
constante real ¢ > 0 y un nimero natural n, tales que para todo n = n, se verifica
que T(n) < cTr(n).

Es decir, el tiempo de ejecucion de dos implementaciones distintas de un
algoritmo dado no va a diferir mas que en una constante multiplicativa.
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Con esto podemos definir sin problemas que un algoritmo tarda un tiempo de!
orden de T(n) si existen una constante real ¢ > 0 y una implementacion / del
algoritmo que tarda menos que c¢7(n), para todo » tamaio de la entrada.

Dos factores a tener muy en cuenta son la constante multiplicativa y el ny para
los que se verifican las condiciones, pues si bien a priori un algoritmo de orden
cuadratico es mejor que uno de orden cubico, en el caso de tener dos algoritmos
cuyos tiempos de ejecucion son 10%° y 5n° el primero sélo serd mejor que el
segundo para tamafos de la entrada superiores a 200.000.

También es importante hacer notar que el comportamiento de un algoritmo
puede cambiar notablemente para diferentes entradas (por ejemplo, lo ordenados
que se encuentren ya los datos a ordenar). De hecho, para muchos programas el
tiempo de ejecucion es en realidad una funcion de la entrada especifica, y no sélo
del tamafio de ésta. Asi suelen estudiarse tres casos para un mismo algoritmo: caso
peor, caso mejor'y caso medio.

El caso mejor corresponde a la traza (secuencia de sentencias) del algoritmo que
realiza menos instrucciones. Analogamente, el caso peor corresponde a la traza del
algoritmo que realiza mas instrucciones. Respecto al caso medio, corresponde a la
traza del algoritmo que realiza un niimero de instrucciones igual a la esperanza
matematica de la variable aleatoria definida por todas las posibles trazas del
algoritmo para un tamafio de la entrada dado, con las probabilidades de que éstas
ocurran para esa entrada.

Es muy importante destacar que esos casos corresponden a un tamafio de la
entrada dado, puesto que es un error comun confundir el caso mejor con el que
menos instrucciones realiza en cualquier caso, y por lo tanto contabilizar las
instrucciones que hace paran = 1.

A la hora de medir el tiempo, siempre lo haremos en funcion del numero de
operaciones elementales que realiza dicho algoritmo, entendiendo por operaciones
elementales (en adelante OE) aquellas que el ordenador realiza en tiempo acotado
por una constante. Asi, consideraremos OE las operaciones aritméticas basicas,
asignaciones a variables de tipo predefinido por el compilador, los saltos (llamadas
a funciones y procedimientos, retorno desde ellos, etc.), las comparaciones ldgicas
y el acceso a estructuras indexadas basicas, como son los vectores y matrices. Cada
una de ellas contabilizara como 1 OE.

Resumiendo, el tiempo de ejecucion de un algoritmo va a ser una funcidén que
mide el numero de operaciones elementales que realiza el algoritmo para un
tamano de entrada dado.

En general, es posible realizar el estudio de la complejidad de un algoritmo sélo
en base a un conjunto reducido de sentencias, aquellas que caracterizan que el
algoritmo sea lento o rapido en el sentido que nos interesa. También es posible
distinguir entre los tiempos de ejecucion de las diferentes operaciones elementales,
lo cual es necesario a veces por las caracteristicas especificas del ordenador (por
ejemplo, se podria considerar que las operaciones + y + presentan complejidades
diferentes debido a su implementacion). Sin embargo, en este texto tendremos en
cuenta, a menos que se indique lo contrario, todas las operaciones elementales del
lenguaje, y supondremos que sus tiempos de ejecucion son todos iguales.

Para hacer un estudio del tiempo de ejecucion de un algoritmo para los tres
casos citados comenzaremos con un ejemplo concreto. Supongamos entonces que
disponemos de la definicion de los siguientes tipos y constantes:
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CONST n =...; (* num. maximo de elementos de un vector *);
TYPE vector = ARRAY [1..n] OF INTEGER;

y de un algoritmo cuya implementacion en Modula-2 es:

PROCEDURE Buscar (VAR a:vector;c:INTEGER) : CARDINAL;
VAR j:CARDINAL;

BEGIN
ji=1; (x 1 %)
WHILE (a[jl<c) AND (j<n) DO (x 2 %)
ji=jt1 (x 3 %)
END; (x 4 %)
IF aljl=c THEN (x 5 %)
RETURN j (x 6 %)
ELSE RETURN 0 (x 7 %)
END (x 8 %)
END Buscar;

Para determinar el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el numero de

operaciones elementales (OE) que se realizan:

En la linea (1) se ejecuta 1 OE (una asignacion).

En la linea (2) se efecttia la condicion del bucle, con un total de 4 OE (dos
comparaciones, un acceso al vector, y un AND).

La linea (3) estd compuesta por un incremento y una asignacion (2 OE).
La linea (5) esta formada por una condicion y un acceso al vector (2 OE).
La linea (6) contiene un RETURN (1 OE) si la condicion se cumple.

La linea (7) contiene un RETURN (1 OE), cuando la condicion del /F anterior
es falsa.

Obsérvese como no se contabiliza la copia del vector a la pila de ejecucion del

programa, pues se pasa por referencia y no por valor (estd declarado como un
argumento VAR, aunque no se modifique dentro de la funcion). En caso de pasarlo
por valor, necesitariamos tener en cuenta el coste que esto supone (un incremento
de n OE). Con esto:

En el caso mejor para el algoritmo, se efectuara la linea (1) y de la linea (2) sélo
la primera mitad de la condicion, que supone 2 OE (suponemos que las
expresiones se evalian de izquierda a derecha, y con “cortocircuito”, es decir,
una expresion logica deja de ser evaluada en el momento que se conoce su
valor, aunque no hayan sido evaluados todos sus términos). Tras ellas la funcién
acaba ejecutando las lineas (5) a (7). En consecuencia, 7(n)=1+2+3=6.

En el caso peor, se efecttia la linea (1), el bucle se repite n—1 veces hasta que se
cumple la segunda condicion, después se efectia la condicion de la linea (5) y la
funcidn acaba al ejecutarse la linea (7). Cada iteracion del bucle esta compuesta
por las lineas (2) y (3), junto con una ejecucion adicional de la linea (2) que es
la que ocasiona la salida del bucle. Por tanto
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T(n) = 1+((§(4+2)) +4j +2+1=6n+2.

* En el caso medio, el bucle se ejecutara un ntimero de veces entre 0 y n—1, y
vamos a suponer que cada una de ellas tiene la misma probabilidad de suceder.
Como existen n posibilidades (puede que el numero buscado no esté)
suponemos a priori que son equiprobables y por tanto cada una tendra una
probabilidad asociada de 1/n. Con esto, el niimero medio de veces que se
efectuard el bucle es de

Tenemos pues que

n=1)/2
T(n) = 1+([ Z(4+2)) +2j +2+1=3n+3.

Es importante observar que no es necesario conocer el proposito del algoritmo
para analizar su tiempo de ejecucion y determinar sus casos mejor, peor y medio,
sino que basta con estudiar su codigo. Suele ser un error muy frecuente el
determinar tales casos basandose so6lo en la funcionalidad para la que el algoritmo
fue concebido, olvidando que es el codigo implementado el que los determina.

En este caso, un examen mas detallado de la funcién (jy no de su nombre!) nos
muestra que tras su ejecucion, la funciéon devuelve la posicion de un entero dado ¢
dentro de un vector ordenado de enteros, devolviendo 0 si el elemento no esta en el
vector. Lo que acabamos de probar es que su caso mejor se da cuando el elemento
esta en la primera posicion del vector. El caso peor se produce cuando el elemento
no esta en el vector, y el caso medio ocurre cuando consideramos equiprobables
cada una de las posiciones en las que puede encontrarse el elemento dentro del
vector (incluyendo la posicion especial 0, que indica que el elemento a buscar no se
encuentra en el vector).

1.2.1 Reglas generales para el calculo del nimero de OE

La siguiente lista presenta un conjunto de reglas generales para el calculo del
numero de OE, siempre considerando el peor caso. Estas reglas definen el nimero
de OE de cada estructura basica del lenguaje, por lo que el nimero de OE de un
algoritmo puede hacerse por induccion sobre ellas.

* Vamos a considerar que el tiempo de una OE es, por definicion, de orden 1. La
constante ¢ que menciona el Principio de Invarianza dependera de la
implementacion particular, pero nosotros supondremos que vale 1.

» El tiempo de ejecucion de una secuencia consecutiva de instrucciones se calcula
sumando los tiempos de ejecucion de cada una de las instrucciones.
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* El tiempo de ejecucion de la sentencia “CASE C OF v1:S1|v2:S2|...|vn:Sn
END;” es T = T(C) + max{7(5)),7(S>),...,1(S,)}. Obsérvese que T(C) incluye el
tiempo de comparacion con vy, v, ,..., V.

* El tiempo de ejecucion de la sentencia “IF C THEN S1 ELSE S2 END;” es
T'=T(C) + max{7($),1(S>)}-

* El tiempo de ejecucion de un bucle de sentencias “WHILE C DO S END;” es
T = T(C) + (n° iteraciones)*(7(S) + T(C)). Obsérvese que tanto 7(C) como 7(S)
pueden variar en cada iteracion, y por tanto habra que tenerlo en cuenta para su
calculo.

e Para calcular el tiempo de ejecucion del resto de sentencias iterativas (FOR,
REPEAT, LOOP) basta expresarlas como un bucle WHILE. A modo de ejemplo,
el tiempo de ejecucion del bucle:

FOR i:=1 TO n DO
S
END;

puede ser calculado a partir del bucle equivalente:

i:=1;

WHILE i<=n DO
S; INC(i)

END;

e El tiempo de ejecucion de una llamada a un procedimiento o funcion
F(P,, P,,..., P,) es 1 (por la llamada), mas el tiempo de evaluacion de los
parametros P, P,,..., P,, mas el tiempo que tarde en ejecutarse F, esto es,
T=1+T(P)+ 1I(Py) + ... + T(P,) + T(F). No contabilizamos la copia de los
argumentos a la pila de ejecucion, salvo que se trate de estructuras complejas
(registros o vectores) que se pasan por valor. En este caso contabilizaremos
tantas OE como valores simples contenga la estructura. El paso de pardmetros
por referencia, por tratarse simplemente de punteros, no contabiliza tampoco.

e El tiempo de ejecucidon de las llamadas a procedimientos recursivos va a dar
lugar a ecuaciones en recurrencia, que veremos posteriormente.

¢ También es necesario tener en cuenta, cuando el compilador las incorpore, las
optimizaciones del codigo y la forma de evaluacion de las expresiones, que
pueden ocasionar “cortocircuitos” o realizarse de forma “perezosa” (lazy). En el
presente trabajo supondremos que no se realizan optimizaciones, que existe el
cortocircuito y que no existe evaluacion perezosa.

1.3 COTAS DE COMPLEJIDAD. MEDIDAS ASINTOTICAS

Una vez vista la forma de calcular el tiempo de ejecucion T de un algoritmo,
nuestro propoésito es intentar clasificar dichas funciones de forma que podamos
compararlas. Para ello, vamos a definir clases de equivalencia, correspondientes a
las funciones que “crecen de la misma forma”.
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En las siguientes definiciones N denotara el conjunto de los nimeros naturales
y R el de los reales.
1.3.1 Cota Superior. Notacion O

Dada una funcion f, queremos estudiar aquellas funciones g que a lo sumo crecen
tan deprisa como f. Al conjunto de tales funciones se le llama cota superior de f'y lo
denominamos O(f). Conociendo la cota superior de un algoritmo podemos asegurar
que, en ningun caso, el tiempo empleado serd de un orden superior al de la cota.

Definicion 1.1

Sea f: N - [0,0). Se define el conjunto de funciones de orden O (Omicron) de f
como:

O(f) = {g: N> [0,00) [TIcOR, ¢>0, [hyON * g(n) < ¢f(n) On = ne}.
Diremos que una funcién #: N - [0,0) es de orden O de f'si ¢t JO(f).
Intuitivamente, ¢ [0 O(f) indica que ¢ estd acotada superiormente por algin

multiplo de . Normalmente estaremos interesados en la menor funcion f'tal que ¢
pertenezca a O(f).

En el ejemplo del algoritmo Buscar analizado anteriormente obtenemos que su
tiempo de ejecucion en el mejor caso es O(1), mientras que sus tiempos de
ejecucion para los casos peor y medio son O(n).

Propiedades de O

Veamos las propiedades de la cota superior. La demostracion de todas ellas se
obtiene aplicando la definicion 1.1.

Para cualquier funcioén fse tiene que f LIO(f).

S0O(g) = O() U O(g).

O(f) =0(g) = f1O(g)y g DO().

Sif00(g) y g OO(h) = fOO(h).

Sif00(g) y fUO(h) = f UO(min(g,h)).

Regla de la suma: Si f; 0O(g) y 2 UO(h) = f1 + f2 HO(max(g,h)).
Regla del producto: Si f; JO(g) y 2 UO(h) = fi:£> 0O(g h).

8. Siexiste /im S(m
e g(n)

a) Sik#0y k < o entonces O(f) = O(g).

b) Si £ = 0 entonces f [O(g), es decir, O(f) O O(g), pero sin embargo se
verifica que g LO(f).

Ny R

= k, dependiendo de los valores que tome k obtenemos:
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Obsérvese la importancia que tiene el que exista tal limite, pues si no existiese
(o fuera infinito) no podria realizarse tal afirmacion, como veremos en la
resolucion de los problemas de este capitulo.

De las propiedades anteriores se deduce que la relacion ~q, definida por f~¢ g si
y s6lo si O(f) = O(g), es una relacion de equivalencia. Siempre escogeremos el
representante mas sencillo para cada clase; asi los oOrdenes de complejidad
constante seran expresados por O(1), los lineales por O(n), etc.

1.3.2 Cota Inferior. Notacion Q

Dada una funcion f, queremos estudiar aquellas funciones g que a lo sumo crecen
tan lentamente como f. Al conjunto de tales funciones se le llama cota inferior de f
y lo denominamos Q(f). Conociendo la cota inferior de un algoritmo podemos
asegurar que, en ningun caso, el tiempo empleado serd de un orden inferior al de la
cota.

Definicion 1.2

Sea fi N -[0,0). Se define el conjunto de funciones de orden Q (Omega) de f
como:

Q(f) = {gN -[0,0) [HcOR , >0, hyd Ne g(n) = cf(n) On = ne}.
Diremos que una funciéon £N - [0,0) es de orden Q de f'siz [Q (¥).

Intuitivamente, ¢ [X) (f) indica que ¢ estd acotada inferiormente por algin
multiplo de /. Normalmente estaremos interesados en la mayor funcion f tal que ¢
pertenezca a Q(f), a la que denominaremos su cota inferior.

Obtener buenas cotas inferiores es en general muy dificil, aunque siempre existe
una cota inferior trivial para cualquier algoritmo: al menos hay que leer los datos y
luego escribirlos, de forma que ésa seria una primera cota inferior. Asi, para
ordenar n niimeros una cota inferior seria n, y para multiplicar dos matrices de
orden n seria n*; sin embargo, los mejores algoritmos conocidos son de érdenes
nlogn 'y n*® respectivamente.

Propiedades de Q

Veamos las propiedades de la cota inferior Q. La demostracion de todas ellas se
obtiene de forma simple aplicando la definicion 1.2.

1. Para cualquier funcion fse tiene que f (@ ().

@ (9) = Q) [ (2).

- QN =Q(g) - fQ (g)yg @ ().

- Sif@ (g)yg @ (h) = 1@ (h).

- Sifl@ (g)y /@ () = fI@ (max(g,h)).

. Regladelasuma: Sifi[Q (g)y AR (h) = fi+ AL (g+h).

AN N W
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7. Regla del producto: Si /i [Q (2)y £ [Q (h) = fi:2[Q (gh).

8. Siexiste lim S ()
- g(n)

a) Sik# 0y k < oo entonces Q(f) = Q(g).

b) Si £ = 0 entonces g [@ (f), es decir, Q(g) (X (f), pero sin embargo se
verifica que f'[Q (g).

= k, dependiendo de los valores que tome k obtenemos:

De las propiedades anteriores se deduce que la relacion ~q, definida por f~q g
si y s6lo si Q(f) = Q(g), es una relacion de equivalencia. Al igual que haciamos
para el caso de la cota superior O, siempre escogeremos el representante mas
sencillo para cada clase. Asi los ordenes de complejidad Q constante seran
expresados por Q(1), los lineales por Q(n), etc.

1.3.3 Orden Exacto. Notacion ©

Como ultima cota asintotica, definiremos los conjuntos de funciones que crecen
asintoticamente de la misma forma.

Definicion 1.3
Sea f: N - [0,0). Se define el conjunto de funciones de orden © (Theta) de f como:

O(f) = O(f) n Q(f)
0, lo que es igual:
O@) = {g:N-[0,0) [(Mc,dOOR , ¢,d>0, [hed N * cf(n) < g(n) < df(n) On =2 ne}.
Diremos que una funcién ¢ :N - [0,00) es de orden @ de f'sit [@ ().

Intuitivamente, ¢ [ (f) indica que ¢ estd acotada tanto superior como
inferiormente por multiplos de f; es decir, que ¢ y f crecen de la misma forma.

Propiedades de ©

Veamos las propiedades de la cota exacta. La demostracion de todas ellas se
obtiene también de forma simple aplicando la definicion 1.3 y las propiedades de O
y Q.

1. Para cualquier funcién f'se tiene que f (@ (f).

2. [® (g) = O() = O(g).

3.9N=06(g) = f® () yg @ (/).

4. Si/® (Qyg® (h=/® (h).

5. Regladelasuma: Sifi® (g) y £, @ (h) = fi+,£, @ (max(g,h)).
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6. Regla del producto: Sifi @ (g)y L@ (h) = fi-L[@ (gh).

7. Siexiste lim AW
- g(n)

a) Sik# 0y k < oo entonces O(f) = O(g).
b) Si k=0 los 6rdenes exactos de /'y g son distintos.

= k, dependiendo de los valores que tome k obtenemos:

1.3.4 Observaciones sobre las cotas asintoticas

1. La utilizaciéon de las cotas asintdticas para comparar funciones de tiempo de
ejecucion se basa en la hipotesis de que son suficientes para decidir el mejor
algoritmo, prescindiendo de las constantes de proporcionalidad. Sin embargo,
esta hipotesis puede no ser cierta cuando el tamafio de la entrada es pequefio.

2. Para un algoritmo dado se pueden obtener tres funciones que miden su tiempo
de ejecucion, que corresponden a sus casos mejor, medio y peor, y que
denominaremos respectivamente 7,,(n), T1(n) y T,(n). Para cada una de ellas
podemos dar tres cotas asintdticas de crecimiento, por lo que se obtiene un total
de nueve cotas para el algoritmo.

3. Para simplificar, dado un algoritmo diremos que su orden de complejidad es
O(f) si su tiempo de ejecucion para el peor caso es de orden O de f, es decir,
T,(n) es de orden O(f). De forma anéaloga diremos que su orden de complejidad
para el mejor caso es Q(g) si su tiempo de ejecucion para el mejor caso es de
orden Q de g, es decir, T,,(n) es de orden Q(g).

4. Por ultimo, diremos que un algoritmo es de orden exacto O(f) si su tiempo de
ejecucion en el caso medio 7',(n) es de este orden.

1.4 RESOLUCION DE ECUACIONES EN RECURRENCIA

En las secciones anteriores hemos descrito como determinar el tiempo de ejecucion
de un algoritmo a partir del computo de sus operaciones elementales (OE). En
general, este computo se reduce a un mero ejercicio de calculo. Sin embargo, para
los algoritmos recursivos nos vamos a encontrar con una dificultad afiadida, pues la
funcion que establece su tiempo de ejecucion viene dada por una ecuacion en
recurrencia, es decir, 7(n) = E(n), en donde en la expresion E aparece la propia
funcién 7.

Resolver tal tipo de ecuaciones consiste en encontrar una expresion no recursiva
de T, y por lo general no es una labor facil. Lo que veremos en esta secciéon es
como se pueden resolver algunos tipos concretos de ecuaciones en recurrencia, que
son las que se dan con mas frecuencia al estudiar el tiempo de ejecucion de los
algoritmos desarrollados segtin las técnicas aqui presentadas.

1.4.1 Recurrencias homogéneas

Son de la forma:
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a,Tn)+a,T(n-1)+a,T(n—-2)+..+a,T(n—k)=0

donde los coeficientes a; son nimeros reales, y £ es un nimero natural entre 1 y n.
Para resolverlas vamos a buscar soluciones que sean combinaciones de funciones
exponenciales de la forma:

k
T'(n)= clpl(n)rl" te,p, (n)rzn Tt ep (n)rkn = zcipi (”)rz’n )
i=1

donde los valores ¢y, ¢a,...,¢, ¥ 71, F2, ...,/ SON nameros reales, y pi(n),...,p(n) son
polinomios en n con coeficientes reales. Si bien es cierto que estas ecuaciones
podrian tener soluciones mas complejas que éstas, se conjetura que serian del
mismo orden y por tanto no nos ocuparemos de ellas.

Para resolverlas haremos el cambio x" = T(n), con lo cual obtenemos la
ecuacion caracteristica asociada:

k k-1 k=2
a,x tax ta,x “+..+aq =0.

Llamemos ry, r,...,7; a sus raices, ya sean reales o complejas. Dependiendo del
orden de multiplicidad de tales raices, pueden darse los dos siguientes casos.

Caso 1: Raices distintas

Si todas las raices de la ecuacion caracteristica son distintas, esto es, r; Zr; sii ZJ,
entonces la solucion de la ecuacion en recurrencia viene dada por la expresion:

k
— n n no_ n
T(n) =ar' +eurf +.ter = Y
i=1
donde los coeficientes ¢; se determinan a partir de las condiciones iniciales.

Como ejemplo, veamos lo que ocurre para la ecuacion en recurrencia definida
para la sucesion de Fibonacci:

T(n)=T(n-1)+ T(n-2), n=2

con las condiciones iniciales 7(0) = 0, 7(1) = 1. Haciendo el caml:)io x* = T(n)
obtenemos su ecuacion caracteristica x” = x + 1, o lo que es igual, x —x — 1 =0,
cuyas raices son:

1445 _1-45
BE—0s BT
2 2

y por tanto

T(n)=c¢

1+\/§n 1_\/511
— | tel— |-

o2
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Para calcular las constantes ¢, y ¢, necesitamos utilizar las condiciones iniciales
de la ecuacion original, obteniendo:

0 0
+ -
T0)=c ! \/g +c, i =c +¢c, =0
2 2 1
. . =c¢ =—c, =—F.
_ (1445 1-4/5) _ V5
T(1)=¢ 5 +c, T =1

Sustituyendo entonces en la ecuacion anterior, obtenemos

1 (1+45) 1 (1=-5)

T(”):f Bl 0o(g").

Caso 2: Raices con multiplicidad mayor que 1

Supongamos que alguna de las raices (p.e. 1) tiene multiplicidad m>1. Entonces la
ecuacion caracteristica puede ser escrita en la forma

(X —71)"(x = 72)ee(X = Fms1)

en cuyo caso la solucion de la ecuacion en recurrencia viene dada por la expresion:

k
T(n)= ch' D,

i=m+1
donde los coeficientes c; se determinan a partir de las condiciones iniciales.
Veamos un ejemplo en el que la ecuacidon en recurrencia es:
T(n) =5T(n-1) — 8T(n-2) + 4T7(n-3), n=2

con las condiciones iniciales 7(k) = k para k=0, 1, 2. La ecuac1on caracteristica
que se obtiene es x’ — 5x° + 8x —4 =0, 0 lo que es 1gual (x—2)*(x—1) = 0 y por tanto,

T(n) = c2" + cm2" + 31",
De las condiciones iniciales obtenemos ¢; = 2, ¢, =—1/2 'y ¢3 =2, por lo que
T(n)=2""—n2""'-2@® (n2".

Este caso puede ser generalizado de la siguiente forma. Si r,r,...,7; son las
raices de la ecuacion caracteristica de una ecuacion en recurrencia homogénea,
cada una de multiplicidad m;, esto es, si la ecuacion caracteristica puede expresarse
como:

— my _ my, _ m
(x=r)"(x—r) " .(x—r)" =0,
entonces la solucion a la ecuacion en recurrencia viene dada por la expresion:
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mny m My
_ -1 n i-1 _n i-l1 n
T(n)= E on n +§ ch o tot E ch T
i=1 i=1

i=1

1.4.2 Recurrencias no homogéneas

Consideremos una ecuacion de la forma:
a,T(n)+a,T(n-1)+...+a,T(n—k)=b"p(n)

donde los coeficientes @; y b son numeros reales, y p(n) es un polinomio en n de
grado d. Una primera idea para resolver la ecuacion es manipularla para convertirla
en homogénea, como muestra el siguiente ejemplo.

Sea la ecuacion T(n) — 27(n—1) = 3" para n = 2, con las condiciones iniciales
T(0)=0y 7T(1) = 1. En este caso » =3 y p(n) = 1, polinomio en n de grado 0.

Podemos escribir la ecuacion de dos formas distintas. En primer lugar, para n+1
tenemos que

T(n+1) —2T(n) = 3"".
Pero si multiplicamos por 3 la ecuacion original obtenemos:
37(n) — 6T(n—1) =3""
Restando ambas ecuaciones, conseguimos
T(nt1)—5T(n) + 6T(n—1) =0,

que resulta ser una ecuacion homogénea cuya solucion, aplicando lo visto
anteriormente, €s

Tn)=3"-2"® (3").

Estos cambios son, en general, dificiles de ver. Afortunadamente, para este tipo
de ecuaciones también existe una formula general para resolverlas, buscando sus
soluciones entre las funciones que son combinaciones lineales de exponenciales, en
donde se demuestra que la ecuacion caracteristica es de la forma:

(apx +ax" " +ax 7+  +a)x-b)"" =0,

lo que permite resolver el problema de forma similar a los casos anteriores.

Como ejemplo, veamos como se resuelve la ecuacion en recurrencia que plantea
el algoritmo de las torres de Hanoi:
T(n)=2T(n-1) + n.
Su ecuacion caracteristica es entonces (x—2)(x—1)* = 0, y por tanto
T(n) = 2" + co1" +c3nl" [@ (2").

Generalizando este proceso, supongamos ahora una ecuacion de la forma:
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ayT(m)+aT(n-+..+aT(n=k)=b'p,(n)+b,p,(n)+..+ b/ p, (n)

donde como en el caso anterior, los coeficientes a; y b; son niimeros reales y p{(n)
son polinomios en n de grado d;. En este caso también existe una forma general de
la solucion, en donde se demuestra que la ecuacion caracteristica es:

k k-1 k=2 d,+1 dy+1 d.+1 _
(apx" +a,x" " +ax T+ . +a)x-b)"" (x=b)"".(x=b)"" =0.

s

Como ejemplo, supongamos la ecuacion
T(n)=2T(n-1)+n+2", n=1,

con la condicion inicial 7(0) = 1. En este caso tenemos que b1 pl(n) = n,
b,=2ypyn)=1, por lo que su ecuacidn caracteristica es (x—2)*(x—1)* = 0, lo que
da lugar a la expresion final de 7(n):

T(n)=-2—-n+2""+n2" @ (n2".

1.4.3 Cambio de Variable
Esta técnica se aplica cuando n es potencia de un numero real a, esto es, n = d". Sea
por ejemplo, para el caso a = 2, la ecuacion T(n) = 47(n/2) + n, donde n es una
potenciade 2 (n>3), I(1) =1,y T(2) = 6.
Si n = 2" podemos escribir la ecuacién como:

72N =412 + 28,
Haciendo el cambio de variable # = 7(2") obtenemos la ecuacién

=4t +2"

que corresponde a una de las ecuaciones estudiadas anteriormente, cuya solucion
viene dada por la expresion

L= 01(21‘)2 + 2k,

Deshaciendo el cambio que realizamos al principio obtenemos que
T(n) = c\n* + con.

Calculando entonces las constantes a partir de las condiciones iniciales:

T(n)=2n*—n@® (n°).

1.4.4 Recurrencias No Lineales

En este caso, la ecuacion que relaciona 7(n) con el resto de los términos no es
lineal. Para resolverla intentaremos convertirla en una ecuacion lineal como las que
hemos estudiado hasta el momento.

Por ejemplo, sea la ecuacion T(n) = nT (n/2) para n poten01a de2,n>1,conla
condicidn inicial 7(1) = 1/3. Llamando #= 7(2"), la ecuaciéon queda como
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t, =T =212y =2,

que no corresponde a ninguno de los tipos estudiados. Necesitamos hacer un
cambio mas para transformar la ecuacion. Tomando logaritmos a ambos lados y
haciendo el cambio u;= log ¢, obtenemos

Up — 21/{/(,1 = k,

ecuacion en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica asociada es
(x=2)(x—1)"= 0. Por tanto,

U= 2k + ey + csk.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero u;= log #

k
— 2c| 2% +c, +cs3k

Iy
y después 7= T(2"). En consecuencia
T(I’l) _ 2c|n +c,te, logn.

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales. Como so6lo
disponemos de una y tenemos tres incognitas, usamos la ecuacion en recurrencia
original para obtener las restantes:

7(2)=2T*1)=2/9.
T(4) = 4T*2) = 16/81.

Con esto llegamos a que ¢; = log(4/3) = 2 — log3, ¢; = -2, ¢z = -1 y por
consiguiente:

22n
4n3" "

T(n)=
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1.5 PROBLEMAS PROPUESTOS

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

De las siguientes afirmaciones, indicar cuales son ciertas y cuales no:

() 00 (ix) 7’ ()

Gi) 2’00 x) 2’ )

(i) 2"'00Q2") (i) 2" (2"

()  (n+1)!100(n!) (i) (n+1)!IQ (n!)

(v)  An)OO0(n) = 200" (xiii) An)@ (n) = 2@ (2")
(vi) 3"00(2") (xiv) 3" (2")

(vii) logn 0O(n'"?) (xv) logn [@ (n'?)

(viii) n"*00(logn) (xvi) n'*[@ (logn)

Sea a una constante real, 0<a<1. Usar las relaciones 1y = para ordenar los
+a

ordenes de comple ydad de las siguientes funciones: nlogn, n’logn, n*, n'™,
(1+a)", ("*+8n+log’n)*, n*/logn, 2.

La siguiente ecuacion recurrente representa un caso tipico de un algoritmo

recursivo:
k .
sil<n<b
T'(n)= .
aT(n b)+cn* sin>b

donde a,c,k son numeros reales, n,b son numeros naturales, y a>0, >0,
k=0. En general, la constante a representa el numero de llamadas recursivas
que se realizan para un problema de tamafio » en cada ejecucion del
algoritmo; n—b es el tamano de los subproblemas generados; y cn
representa el coste de las instrucciones del algoritmo que no son llamadas
recursivas.

o(n*) sia<l
Demostrar que T'(n) 0 O(n**"")  sia=1
@(andivb) Sia>1

La siguiente ecuacion recurrente representa un caso tipico de Divide y

Venceras:
T(n) = n* sil<n<b
aT(n/b)+cn sin=b

donde a,c,k son numeros reales, n,b son numeros naturales, y a>0, ¢>0,
k=0, b>1. La expresion cn” representa en general el coste de descomponer
el problema inicial en a subproblemas y el de componer las soluciones para
producir la solucion del problema original.
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O(n*) sia<b*
Demostrar que T'(n) < O(n* logn) sia=b"
O(n®*) sia>b"

1.5. Supongamos que disponemos de la siguiente definicion de tipo:

CONST n = ...;
TYPE vector = ARRAY [1..n] OF INTEGER;

Consideramos entonces los procedimientos y funciones siguientes:
PROCEDURE Algoritmol (VAR a:vector);

VAR i,j:CARDINAL;
temp: INTEGER;

BEGIN
FOR i:=1 TO n-1 DO (x 1 %)
FOR j:=n TO i+1 BY -1 DO (x 2 %)
IF a[j-1]1>a[j] THEN (x 3 %)
temp:=al[j-1]; (* 4 %)
alj-1]:=aljl; (x 5 %)
aljl:=temp (x 6 x)
END (k7 %)
END (x 8 %)
END (x 9 %)

END Algoritmol;

PROCEDURE Algoritmo2(VAR a:vector;c:INTEGER) :CARDINAL;
VAR inf,sup,i:CARDINAL;

BEGIN
inf:=1; sup:=n; (x 1 %)
WHILE (sup>=inf) DO (x 2 %)
i:=(inf+sup) DIV 2; (x 3 %)
IF al[i]l=c THEN RETURN i (x 4 %)
ELSIF c<al[i] THEN sup:=i-1 (x 5 %)
ELSE inf:=i+1 (x 6 %)
END (x 7 %)
END; (x 8 %)
RETURN O; (x 9 %)

END Algoritmo2;
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PROCEDURE Euclides(m,n:CARDINAL) : CARDINAL;
VAR temp:CARDINAL;

BEGIN
WHILE m>0 DO (x 1 %)
temp:=m; (x 2 %)
m:=n MOD m; (x 3 %)
n:=temp (x 4 %)
END; (x 5 %)
RETURN n (x 6 *)
END Euclides;
PROCEDURE Misterio(n:CARDINAL);
VAR i,j,k,s:INTEGER;
BEGIN
s:=0; (x 1 %)
FOR i:=1 TO n-1 DO (x 2 x)
FOR j:=i+1 TO n DO (x 3 %)
FOR k:=1 TO j DO (* 4 %)
S:=s+2 (x 5 %)
END (x 6 *)
END (x 7 %)
END (x 8 *)

END Misterio;

a) Calcular sus tiempos de ejecucion en el mejor, peor, y caso medio.
b) Dar cotas asintoticas O, Q y O para las funciones anteriores.

Demostrar las siéguientes inclusiones estrictas: O(1) [0 O(logn) 0 O(n) U
O(nlogn) 0 O(x*) O O(x*) O O(x*) 002" O O(n)).

a) Demostrar que fJO(g) = g [Q ().
b) Dar un ejemplo de funciones fy g tales que f110(g) pero que fIQ (g).
¢) Demostrar que [a,b>1 se tiene que log,n[@ (logn).

Considérense las siguientes funciones de #:

filn) =n; fi(n) = n* +1000n;
1) n, sinimpar 1) n, sin<100
n) = : n) =
’ n’, sinpar N n’, sin>100

Para cada posible valor de i,j indicar si ,IIO(f) y si fi{@ (f).
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1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

Resolver las siguientes ecuaciones y dar su orden de complejidad:

a) T(n)=3T(n—1)+4T(n-2) si n>1; T(0)=0; T(1)=1.

b) T(n)=2T(n—1)—~(n+5)3" si n>0; T(0)=0.

¢) T(n)=4T(n/2)+n* si n>4, n potencia de 2; T(1)=1; T(2)=S8.
d) T(n)=2T(n/2)+nlogn si n>1, n potencia de 2.

e) T(n)=3T(n/2)+5n+3 si n>1, n potencia de 2.

f) T(n)=2T(n/2)+logn si n>1, n potencia de 2.

) T(n)=2T(n"*)+logn con n=22k; T(2)=1.

h) T(n)=5T(n/2)+(nlogn)’ si n>1, n potencia de 2; T(1)=1.

i) T(n)=T(n-1)+2T(n-2)-2T(n-3) si n>2; T(n)=9n°~15n+106 si n=0,1,2.
J) T(n)y=(3/2)T(n/2)—(1/2)T(n/4)—(1/n) si n>2; T(1)=1; T(2)=3/2.

K) T(n)=2T(n/4)+n""? si n>4, n potencia de 4.

1) T(n)=4T(n/3)+n* si n>3, n potencia de 3.

Suponiendo que 7,00(f) y que T,0O(f), indicar cuales de las siguientes
afirmaciones son ciertas:

a) T, + T, 0O().
b) T, — T, 0O().
¢) T,/ T, 0JO(1).
d) 7, 00(D).

Encontrar dos funciones f{(n) y g(n) tales que fJO(g) y g [O (/).
Demostrar que para cualquier constante & se verifica que logn OO(n).

Consideremos los siguientes procedimientos y funciones sobre arboles.
Calcular sus tiempos de ejecucion y sus ordenes de complejidad.

PROCEDURE Inorden(t:arbol); (* recorrido en inorden de t *)
BEGIN
IF NOT Esvacio(t) THEN (x 1
*)
Inorden(Izq(t)); (x 2 %)
Opera(Raiz(t)); (x 3 %)
Inorden(Der (t)) (x 4 =)
END; (x 5 %)

END Inorden;
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PROCEDURE Altura(t:arbol) :CARDINAL; (* altura de t *)

BEGIN
IF Esvacio(t) THEN (x 1 %)
RETURN 0 (x 2 %)
ELSE (x 3 %)
RETURN 1+Max2(Altura(Izq(t)),Altura(Der(t))) (x 4 %)
END (x 5 %)
END Altura;

PROCEDURE Mezcla(t1,t2:arbol) :arbol;

(* devuelve un arbol binario de busqueda con los elementos de
los dos arboles binarios de busqueda tl1 y t2. La funcion Ins
inserta un elemento en un arbol binario de busqueda *)

BEGIN
IF Esvacio(t1l) THEN (x 1 %)
RETURN t2 (x 2 %)
ELSIF Esvacio(t2) THEN (x 3 *)
RETURN t1 (x 4 %)
ELSE (x 5 %)
RETURN Mezcla(Mezcla(Ins(tl,Raiz(t2)),Izq(t2)),
Der (t2)) (x 6 *)
END (x 7 %)
END Mezcla;

Supondremos que las operaciones basicas del tipo abstracto de datos arbol
(Raiz, Izq, Der, Esvacio) son O(1), asi como las operaciones Opera
(que no es relevante lo que hace) y Max2 (que calcula el maximo de dos
numeros). Por otro lado, supondremos que la complejidad de la funcion /ns
es O(logn).

1.14. Ordenar las siguientes funciones de acuerdo a su velocidad de crecimiento:
n, \/;, logn, loglogn, log*n, n/logn, \/Zlogzn, (1/3)", (3/2)", 17, n*.

n-l
1.15. Resolver la ecuacion T'(n) = l(z T(i)] + cn, siendo 7'(0) = 0.
n

i=0
1.16. Consideremos las siguientes funciones:

CONST n = ...;
TYPE vector = ARRAY[1..n] OF INTEGER;
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1.17.

PROCEDURE BuscBin(VAR a:vector;
prim,ult:CARDINAL;x:INTEGER) : BOOLEAN;
VAR mitad:CARDINAL;

BEGIN
IF (prim>=ult) THEN RETURN alult]=x (x 1 %)
ELSE (x 2 %)
mitad:=(prim+ult)DIV 2; (x 3 %)
IF x=a[mitad] THEN RETURN TRUE (x 4 %)
ELSIF (x<a[mitad]) THEN (* 5 %)
RETURN BuscBin(a,prim,mitad-1,x) (x 6 %)
ELSE (7 %)
RETURN BuscBin(a,mitad+1,ult,x) (x 8 %)
END (* 9 %)
END (* 10 *)
END BuscBin;
PROCEDURE Sumadigitos(num:CARDINAL) : CARDINAL;
BEGIN
IF num<10 THEN RETURN num (x 1 %)
ELSE RETURN (num MOD 10)+Sumadigitos(num DIV 10) (x 2 *)
END (x 3 %)

END Sumadigitos;

a) Calcular sus tiempos de ejecucion y sus érdenes de complejidad.

b) Modificar los algoritmos eliminando la recursion.

c) Calcular la complejidad de los algoritmos modificados y justificar para
qué casos es mas conveniente usar uno u otro.

Consideremos la siguiente funcion:

PROCEDURE Raro (VAR a:vector;prim,ult:CARDINAL) : INTEGER;
VAR mitad,terc:CARDINAL;

BEGIN
IF (prim>=ult) THEN RETURN al[ult] END;
mitad:=(prim+ult)DIV 2; (* posicion central *)
terc :=(ult-prim)DIV 3; (* num. elementos DIV 3 *)

RETURN a[mitad]+Raro(a,prim,prim+terc)+Raro(a,ult-terc,ult)
END Raro;

a) Calcular el tiempo de ejecucion de la llamada a la funcion Raro(a,1,n),
suponiendo que # es potencia de 3.

b) Dar una cota de complejidad para dicho tiempo de ejecucion.
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1.6 SOLUCION A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

Antes de comenzar con la resolucion de los problemas es necesario hacer una
aclaracion sobre la notacion utilizada para las funciones logaritmicas. A partir de
ahora y a menos que se exprese explicitamente otra base, la funcion “log” hara
referencia a logaritmos en base dos.

Solucién al Problema 1.1 (©/©)
(i)  n*00(n) es cierto pues lim, . (n*/n’) = 0.

(ii)  w’00(n") es falso pues lim, . (n*/n’) = 0.

(iii)  2""'00(2") es cierto pues lim, . (2""'/2") = 2.

(iv)  (n+1)!00(n!) es falso pues lim, ., (n!/(n+t1)!)=0.

) Ain)00(n) = 2"00(2") es falso. Por ejemplo, sea fin) = 3n; claramente
f(n)O(n) pero sin embargo lim 2"/2°") = 0, con lo cual 2*"00(2"). De
forma mas general, resulta ser falso para cualquier funcion lineal de la forma
f(n)=an con a> 1,y cierto para f(n) = B con S< 1.

}14»00(

(vi)  3"00(2") es falso pues lim,_ (2"/3")=0.

(vii) logn 0O(n'"?) es cierto pues lim, ., (logn/n'?) =0.
(viii) n"*00(logn) es falso pues lim, ., (logn/n'?) = 0.
(ix) n’[Q (n’)es falso pues lim, . (n*/n’)=0.

(x) n’[Q (n)es cierto pues lim, . (n*/n’)=0.

(xi) 2""'@ (2") es cierto pues lim, . (2"'/2") =2.

(xii) (n+1)!Q (n!) es cierto pues lim, _, (n!/(n+1)!)=0.

(xiii) fin)[Q (n) = 2@ (2") es falso. Por ejemplo, sea f(n) = (1/2)n; claramente
Ain)0O(n) pero sin embargo lim, . (2""?"/2") = 0, con lo cual 2!""@ (2").
De forma mas general, resulta ser falso para cualquier funcién f{(n) = an con
a <1,y cierto para f(n) = fn con = 1.

(xiv) 3"[Q (2") es cierto pues lim,  (2"/3")=0.
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(xvv)  logn @ (n'?) es falso pues lim, ., (logn/n'?) =0.

(evi) n'[@ (logn) es cierto pues lim . (logn/n'?)=0.

n— o

Solucion al Problema 1.2 (©)

¢ Respecto al orden de complejidad O tenemos que:

O(nlogn) O O(n"™) O O(n*/logn) O O(n’logn) O O(n*) = O((n*+8n+log’n)*)
O O((1+a)") O O(2").
Puesto que todas las funciones son continuas, para comprobar que O(f)JO(g),
basta ver que lim, _, (f(n)/g(n)) = 0, y para comprobar que O(f) = O(g), basta

ver que lim,___ (fin)/g(n)) es finito y distinto de 0.

n—o

* Por otro lado, respecto al orden de complejidad Q, obtenemos que:

Q(nlogn) O Q(n'™) O Q(n*/logn) O Q(n’logn) O Q(n*) = Q((n*+8n+log’n)*) O
Q((1+a)") O Q2"

Para comprobar que Q(f) (X2 (g), basta ver que lim, ., (g(n)/fin)) =0, y para

comprobar que Q(f) = Q(g), basta ver que lim___ (f(n)/g(n)) es finito y distinto

de 0 puesto que al ser las funciones continuas tenemos garantizada la existencia

de los limites.

n—o

* Y en lo relativo al orden de complejidad O, al definirse como la interseccion de
los 6rdenes O y Q, s6lo tenemos asegurado que:

O(n") = X(n*+8n+log’n)"),

siendo los 6rdenes © del resto de las funciones conjuntos no comparables.

Solucion al Problema 1.3 ()

La ecuacion dada puede ser también escrita como 7(n) — aT(n—b) = cn*, ecuacién
en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica es:

(—a)x-1)"" = 0.

* Para estudiar las raices de esa ecuacion, vamos a suponer primero que a Z 1. En
este caso, la ecuacion tiene una raiz de multiplicidad k+1 (el 1), y b raices
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distintas 7,r,,...,r, (las b raices b-ésimas de a' ). Entonces la solucion de la
ecuacion en recurrencia es de la forma:

T(n)=c,1" +c,nl" +cn’l" +..+c, n" 1" +d,r" +d,r) +..+d,r =

k+1

b
i—1
2en |+ 2d
i=1 i=1

siendo ¢; y d; coeficientes reales.

— Si a<l, las raices b-ésimas de a (esto es, las r;) son menores en modulo que
1, con lo cual el segundo sumatorio tiende a cero cuando # tiende a o, y en

()_

consecuencia 7(n) @ (n") pues llm =c¢,,, es finito y distinto de cero.
Para ver que efectivamente ¢ es dlstlnto de cero independientemente de las
condiciones iniciales, sustltulmos esta expresion de 7(n) en la ecuacion
original, T(n) — aT\ (n—b) = cn, y por tanto:

k+l k+l

ZCn’l+Zdr -a Zc(n b)’1+2dr =cn”.

Igualando ahora los coeficientes que acompafian a n* obtenemos que
Cr+1 — acre1 = ¢, 0 lo que es igual, (1—a)c;+; = ¢. Ahora bien, como sabemos
que a <1y c> 0, entonces ¢+ no puede ser cero.

— Si a > 1, las funciones del segundo sumatorio son exponenciales, mientras
que las primeras se mantienen dentro de un orden polinomial, por lo que en
este caso el orden de complejidad del algoritmo es exponencial. Ahora bien,
como todas las raices b-€simas de a tienen el mismo modulo, todas crecen de
la misma forma y por tanto todas son del mismo orden de complejidad,
obteniendo que

O(n") =6(r) =...=0().

Como lim T(n)

n— 0o rl

=d, es distinto de cero y finito, podemos concluir que:

T(n) DO = @[(%/Z )] = (""",

Hemos supuesto que d; # 0. Esto no tiene por qué ser necesariamente cierto
para todas las condiciones iniciales, aunque sin embargo si es cierto que al
menos uno de los coeficientes d; ha de ser distinto de cero. Basta tomar ese
sumando para demostrar lo anterior.

" Recordemos que dados dos niimeros reales a y b, la solucién de la ecuaciéon x* — a = 0
tiene b raices distintas, que pueden ser expresadas como a'’e*™*" para k=0,1,2,....n—1.
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* Supongamos ahora que @ = 1. En este caso la multiplicidad de la raiz 1 es k+2,
con lo cual

2 k+1
T(n)y=c 1" +c,nl" +cen 1" + .. +c,,n 1" +d,ry +..+d,r =
k+2 \
— i-1
=(SEont)+( S
i=1

Pero las raices r,,73,...,, son todas de moédulo 1 (obsérvese que r=1), y por
tanto el segundo sumando de 7(n) es de complejidad O(1).

Asi, el crecimiento de 7(n) coincide con el del primer sumando, que es un
pohnomlo de grado k+1 con lo cual T(n)@® (n*™).

Solucién al Problema 1.4 (&)
Haciendo el cambio n = b", o lo que es igual, m = log,n, obtenemos que
(6™ = aT(b™ ") + cb™.
Llamando #,,= T(b™), la ecuacion queda como
tw— ati1 = c(b"",

ecuacion en recurrencia no homogénea con ecuacion caracteristica (x—a)(x—bk) =0.

Para resolver esta ecuac10ni supongamos primero que a = b*. Entonces, la
ecuacion caracteristica es (x—b")*= 0 y por tanto

t,=cb"™ + comb™.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,,= T(b™) con lo que
T(b") = c1b™ + cymb™ = (c1 + cam)b™,
y después n = b", obteniendo finalmente que
T(n) = (¢ + clogyn)n* O O(n*logn).*

Supongamos ahora el caso contrario, a # b". Entonces la ecuacion caracteristica
tiene dos raices distintas, y por tanto

t,=cd" + cb™.
Necesitamos deshacer los cambios hechos. Primero ¢, = T(b™), con lo que
T(bm) — C](lm + Czbkm,

y después n = b", obteniendo finalmente que

1 k 1 k
T(n)y=c,a*™®" +c,n" =cn™" +c,n

 Obsérvese que se hace uso de que log,n@® (logn), lo que se demuestra en el problema
1.7.
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En consecuencia, si log,a > k (si y s6lo si @ > b") entonces T'(n) [® (1'% “). Si

no, es decir, a < b*, entonces T(n) @ (n").

Solucion al Problema 1.5

Procedimiento Algoritmol (©)

a) Para obtener el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el niimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

En la linea (1) se ejecutan 3 OE (una asignacion, una resta y una comparacion)
en cada una de las iteraciones del bucle mas otras 3 al final, cuando se efectta la
salida del FOR.

Igual ocurre con la linea (2), también con 3 OE (una asignacion, una suma y una
comparacion) por iteracion, mas otras 3 al final del bucle.

En la linea (3) se efectia una condicidon, con un total de 4 OE (una diferencia,
dos accesos a un vector, y una comparacion).

Las lineas (4) a (6) solo se ejecutan si se cumple la condicion de la linea (3), y
realizan un total de 9 OE: 3, 4 y 2 respectivamente.

Con esto:

En el caso mejor para el algoritmo la condicion de la linea (3) serd siempre
falsa, y no se ejecutaran nunca las lineas (4), (5) y (6). Asi, el bucle mas interno
realizara (n—i) iteraciones, cada una de ellas con 4 OE (linea 3), mas las 3 OE de
la linea (2). Por tanto, el bucle mas interno realiza un total de

D(A+3)[+3=7 D 1|+3=T(n-i)+3
j=itl Jj=itl
OE, siendo el 3 adicional por la condicion de salida del bucle.

A su vez, el bucle externo repetira esas 7(n—i)+3 OE en cada iteracion, lo
que hace que el nimero de OE que se realizan en el algoritmo sea:

i=1

I(n) = (3(7(n—i)+3)+3j+3=%n2 +§n—3.

En el caso peor, la condicion de la linea (3) sera siempre verdadera, y las lineas
(4), (5) y (6) se ejecutaran en todas las iteraciones. Por tanto, el bucle mas
interno realiza

(i(4+9+3)]+3:16(n—i)+3

j=i+l

OE. El bucle externo realiza aqui el mismo nimero de iteraciones que en el caso
anterior, por lo que el nimero de OE en este caso es:
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T(n) = (§(16(n—i)+3)+3J+3=8n2 -2n-3.

i=1

* En el caso medio, la condicion de la linea (3) serd verdadera con probabilidad
1/2. Asi, las lineas (4), (5) y (6) se ejecutaran en la mitad de las iteraciones del
bucle mas interno, y por tanto realiza

(i(4+%9)+3j+3=%(m—i)+3

=

OE. El bucle externo realiza aqui el mismo niimero de iteraciones que en el caso
anterior, por lo que el nimero de OE en este caso es:

T - (i(?(”_i)+3j+3j+3=?nz las

i=1

b) Como los tiempos de ejecucion en los tres casos son polinomios de grado 2, la
complejidad del algoritmo es cuadratica, independientemente de qué caso se trate.

Obsérvese como hemos analizado el tiempo de ejecucion del algoritmo sélo en
funcion de su codigo y no respecto a lo que hace, puesto que en muchos casos esto
nos llevaria a conclusiones erroneas. Debe ser a posteriori cuando se analice el
objetivo para el que fue disefiado el algoritmo.

En el caso que nos ocupa, un examen mas detallado del codigo del
procedimiento nos muestra que el algoritmo esta disefiado para ordenar de forma
creciente el vector que se le pasa como parametro, siguiendo el método de la
Burbuja. Lo que acabamos de ver es que sus casos mejor, peor y medio se
producen respectivamente cuando el vector esta inicialmente ordenado de forma
creciente, decreciente y aleatoria.

Funcion Algoritmo2 (&)

a) Para calcular el tiempo de ejecucidon, calcularemos primero el ntimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

— Enlalinea (1) se ejecutan 2 OE (dos asignaciones).

— En la linea (2) se efectia la condicién del bucle, que supone 1 OE (la
comparacion).

— Las lineas (3) a (6) componen el cuerpo del bucle, y contabilizan 3, 2+1, 2+2 y

2 OE respectivamente. Es importante hacer notar que el bucle también puede
finalizar si se verifica la condicion de la linea (4).

— Por ultimo, la linea (9) supone 1 OE. A ella se llega cuando la condicion del
bucle WHILE deja de ser cierta.

Con esto:
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En el caso mejor se efectuaran solamente la lineas (1), (2), (3) y (4). En
consecuencia, 7(n) =2+1+3+3 =9,

En el caso peor se efectua la linea (1), y después se repite el bucle hasta que su
condicion sea falsa, acabando la funcion al ejecutarse la linea (9). Cada
iteracion del bucle estd compuesta por las lineas (2) a (8), junto con una
ejecucion adicional de la linea (2) que es la que ocasiona la salida del bucle. En
cada iteracion se reducen a la mitad los elementos a considerar, por lo que el
bucle se repite logn veces. Por tanto,

logn

T(n)=2+[(Z(l+3+2+2+2)J+1]+1=1010gn +4.
i=1

En el caso medio, necesitamos calcular el nimero medio de veces que se repite

el bucle, y para esto veamos cuantas veces puede repetirse, y qué probabilidad

tiene cada una de suceder.

Por un lado, el bucle puede repetirse desde una vez hasta logn veces, puesto
que en cada iteracion se divide por dos el niimero de elementos considerados. Si
se repitiese una sola vez, es que el elemento ocuparia la posicion »/2, lo que
ocurre con una probabilidad 1/(n+1). Si el bucle se repitiese dos veces es que el
elemento ocuparia alguna de las posiciones n/4 6 3n/4, lo cual ocurre con
probabilidad 1/(n+1)+1/(n+1)=2/(n+1). En general, si se repitiese i veces es que
el elemento ocuparia alguna de las posiciones nk/2', con k impar y 1<k<2’.

Es decir, el bucle se repite i veces con probabilidad 2”'/(n+1). Por tanto, el
numero medio de veces que se repite el ciclo vendra dado por la expresion:

& 27" nlogn-n+1
i = .
i=1 n+l n+l

Con esto, la funcion ejecuta la linea (1) y después el bucle se repite ese
nimero medio de veces, saliendo por la instruccion RETURN en la linea (4).
Por consiguiente,

Hm:2+'ﬁbgz_ﬁ—l(1+3+2+2)+O+3+3):9+82£§£_ﬁ_l
n+l P

En el caso mejor el tiempo de ejecucion es una constante. Para los casos peor y
medio, la complejidad resultante es de orden O(logn) puesto que

Jim L1
n-ologn

es una constante finita y distinta de cero en ambos casos (10 y 8
respectivamente).
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Funcion Euclides (&)

a) En este caso el andlisis del tiempo de ejecucion y la complejidad de la funcion
sigue un proceso distinto al estudiado en los casos anteriores.

Lo primero es resaltar algunas caracteristicas del algoritmo, siguiendo una linea
de razonamiento similar a la de [BRA97]:

[1] Para cualquier par de enteros no negativos m y n tales que n=m, se verifica que
n MOD m < n/2. Veamoslo:

a) Sim > n/2 entonces 1< n/m < 2 y por tanto n DIV m = 1, lo que implica
que n MODm=n—m(n DIVm)=n—m<n-n/2=n/2.
b) Por otro lado, si m < n/2 entonces n MOD m < m < n/2.

[2] Podemos suponer sin pérdida de generalidad que » = m. Si no, la primera
iteracion del bucle intercambia n con m ya que n MOD m = n cuando n < m.
Ademas, la condicion n = m se conserva siempre (es decir, es un invariante del
bucle) pues # MOD m nunca es mayor que .

[3] El cuerpo del bucle efectuia 4 OE, con lo cual el tiempo del algoritmo es del
orden exacto del nimero de iteraciones que realiza el bucle. Por consiguiente,
para determinar la complejidad del algoritmo es suficiente acotar este numero.

[4] Una propiedad curiosa de este algoritmo es que no se produce un avance
notable con cada iteracion del bucle, sino que esto ocurre cada dos iteraciones.
Consideremos lo que les ocurre a m y n cuando el ciclo se repite dos veces,
suponiendo que no acaba antes. Sean m, y no los valores originales de los
parametros, que podemos suponer ny = mg por [2]. Después de la primera
iteracion, m vale ny MOD my. Después de la segunda iteracion, n toma ese
valor, y por tanto ya es menor que ny/2 (por [1]). En consecuencia, n vale
menos de la mitad de lo que valia tras dos iteraciones del bucle. Como se
sigue manteniendo que 7 = m, el mismo razonamiento se puede repetir para las
siguientes dos iteraciones, y asi sucesivamente.

El hecho de que n valga menos de la mitad cada dos iteraciones del bucle es el
que nos permite intuir que el bucle se va a repetir del orden de 2logn veces. Vamos
a demostrar esto formalmente.

Para ello, vamos a tratar el bucle como si fuera un algoritmo recursivo. Sea 7(/)
el nimero maximo de veces que se repite el bucle para valores iniciales m y n
cuando m < n < [. En este caso / representa el tamafo de la entrada.

— Sin <2 el bucle no se repite (si m = 0) o se hace una sola vez (simes 1 6 2).
— Sin>2ym=1 o bien m divide a n, el bucle se repite una sola vez.

— En otro caso (n > 2 y m no divide a n) el bucle se ejecuta dos veces, y por lo
visto en [4], n vale a lo sumo la mitad de lo que valia inicialmente. En
consecuencia n < (//2), y ademas m se sigue manteniendo por debajo de n.

Esto nos lleva a la ecuacion en recurrencia 7(/) <2 + T(l//2) si [ > 2, T(/) < 1 si I
2, lo que implica que el algoritmo de Euclides es de complejidad logaritmica
respecto al tamaio de la entrada (/).
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Nos preguntaremos la razén de usar 7(/) para acotar el numero de iteraciones
que realiza el algoritmo en vez de definir T directamente como una funcion de #, el
mayor de los dos operandos, lo cual seria mucho mas intuitivo.

El problema es que si definimos 7(#n) como el niumero de iteraciones que realiza
el algoritmo para los valores m < n, no podriamos concluir que 7(n) < 2 + T(n/2)
del hecho de que » valga la mitad de su valor tras cada dos iteraciones del bucle.

Por ejemplo, para Euclides(8,13), obtenemos que 7(13) = 5 en el peor caso,
mientras que 7(13/2) = 7(6) = 2. Esto ocurre porque tras dos iteraciones del bucle n
no vale 6, sino 5 (y m = 3), y con esto si es cierto que 7(13) <2 + 7(5) ya que 7(5)
=3.

La raiz de este problema es que esta nueva definicion mas intuitiva de 7 no
lleva a una funcion monétona no decreciente (7(5) > 7(6)) y por tanto la existencia
de algin n’ < n/2 tal que T(n) < 2 + T(n’) no implica necesariamente que
T(n) <2+ T(n/2).

En vez de esto, solamente podriamos afirmar que T(n)<2+max{T(n’)|n’<n/2},
que es una ecuacion en recurrencia bastante dificil de resolver. Esa es la razon de
que escogiésemos nuestra funcion 7" de forma que fuera no decreciente y que
expresara una cota superior del nimero de iteraciones.

Para acabar, es interesante hacer notar una caracteristica curiosa de este
algoritmo: se demuestra que su caso peor ocurre cuando m y n son dos términos
consecutivos de la sucesion de Fibonacci.

b) T(DH® (logl) como se deduce de la ecuacion en recurencia que define el tiempo
de ejecucion del algoritmo.

Procedimiento Misterio (©)

a) En este caso son tres bucles anidados los que se ejecutan, independientemente de
los valores de la entrada, es decir, no existe peor, medio o mejor caso, sino un
unico caso.

Para calcular el tiempo de ejecucion, veamos el niimero de operaciones
elementales (OE) que se realizan:

— Enlalinea (1) se ejecuta 1 OE (una asignacion).

— En la linea (2) se ejecutaran 3 OE (una asignacion, una resta y una
comparacion) en cada una de las iteraciones del bucle mas otras 3 al final,
cuando se efectia la salida del FOR.

— Igual ocurre con la linea (3), también con 3 OE (una asignacion, una suma y una
comparacion) por iteracion, mas otras 3 al final del bucle.

— Y también en la linea (4), esta vez con 2 OE (asignacion y comparacion) mas
las 2 adicionales de terminacion del bucle.

— Por tultimo, la linea (5) supone 2 OE (un incremento y una asignacion).

Con esto, el bucle interno se ejecutara j veces, el medio (n—i) veces, y el bucle
exterior (n—1) veces, lo que conlleva un tiempo de ejecucion de:
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T(n)=1+ [3+(§(3+(§(2+2)]+2B+3J +3=
1+[:{3+(/§1(3+(4j)+2)}+3n+3:1+[:11{3+[/§1(4j+5)j+3n+3:

1+(H( +(2(n+i)+7)(n—i)+3)]+3=

L

[\
—_

8n’ +15n° +13n-36 . 4 , 15 , 13

b) Como el tiempo de ejecuc10n es un polinomio de grado 3, la complejidad del
algoritmo es de orden O(n").

Solucién al Problema 1.6 (©)

Para comprobar que O(f) L1 O(g) en cada caso y que esa inclusion es estricta,
basta ver que lim,_, (fin)/g(n)) = 0, pues todas las funciones son continuas y por

tanto los limites existen. Por consiguiente,
O(1) 0 O(logn) 0 O(r) 0 O(nlogn) 0 O(r*) 0 O®r’) 0 O(r*) 0 OQ2") O On!).

Solucion al Problema 1.7 (©)

a) Por la definicion de O, sabemos que f11O(g) si y solo si existen ¢; > 0 y n; tales
que f(n) < ¢ig(n) para todo n >n;.

Analogamente, por la definicion de Q tenemos que gl (f) si y sélo si existen ¢,
> 0y n, tales que g(n) = ¢,f(n) para todo n =n,. Por consiguiente,
=) Si fIJO(g) basta tomar c,=1/c| y ny=n, para ver que g(n)[Q ().
[0) Reciprocamente, si glQ (f) basta tomar ¢,=1/c, y n1=n, para que f110(g).

Obsérvese que esto es posible pues ¢; y ¢, son ambos estrictamente mayores que
cero, y por tanto poseen inverso.

sin es par.

n?
b) Sean f(n)= {1 y g(n)=n".

sin es impar.

Entonces O(g)= @(n ), y por otro lado O(f)=0(n?), con lo cual f 00(n*)=0(g).
Sin embargo, si n es impar no puede existir ¢>0 tal que f{n) =1 2 cn* = cg(n), y por

consiguiente /IQ (g).
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Intuitivamente, lo que buscamos es una funcion f cuyo crecimiento asintético
estuviera acotado superiormente por g (es decir, que f no creciera “mas deprisa”
que g) y que sin embargo f'no estuviera acotado inferiormente por g.
¢) Veamos que log,n[@ (logyn).

Sabemos por las propiedades de los logaritmos que si @ y b son nimeros reales
mayores que 1 se cumple que

og,n
lo ==
S log, b
Con esto,
im 28" = limlog b=log, b,

neelog, n n-e

que es una constante real finita distinta de cero (pues a@,b>1), y por tanto
O(log,n) = ©(logyn).

Solucion al Problema 1.8 (©)

Para justificar estas afirmaciones nos apoyaremos en la definicion de O y Q, y
trataremos de encontrar la constante real ¢ y el nimero natural 7, que caracterizan
las inecuaciones que definen a ambas cotas.

—£i00(f,) pues n* < n*+ 1000n para todo n (podemos tomar ¢ = 1, ny=1).
—£i0O(fs) pues si n es impar no existen ¢ y n, tales que n° < cn.
—A00(fy) pues n*< n’ sin> 100 (podemos tomar ¢ = 1, ny= 101).

—/A00(f1)) pues basta tomar ¢ y ng tales que ¢ > 1 + 1000/n para todo n =ny que
sabemos que existen pues (1000/x) tiende a cero.

—00(f;) pues si n es impar no existen ¢ y n, tales que #°+ 1000n < cn.
—-£00(f)  pues n*+ 10007 < 1’ si n> 100 (podemos tomar ¢ = 1, no=101).
—A00(f)) pues si n es par no existen ¢ y n, tales que n’ < cn’.

—00(f) pues si n es par no existen ¢ y n tales que n° < c(n” + 1000n).
—£00(fy)  pues fs(n) < n’=fi(n) si n > 100 (podemos tomar ¢ = 1, no= 101).
—£00(f) pues si n> 100 no existen ¢ y ny tales que n’ < cn’.

—£00(f)  pues sin> 100 no existen ¢ y ny tales que n° < c(n* + 1000n).
—£00(f) pues si n > 100, n impar, no existen ¢ y n, tales que n° < cn.

—fil () pues n*= c(n®+ 1000n) para ¢ y n, tales que ¢ > 1 + 1000/n para todo
n 2ny que sabemos que existen pues (1000/n) tiende a cero.

—fild (f;) pues sin es par no existen ¢ y n tales que n*= cn’.
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—fild (fi) pues sin > 100 no existen ¢y ny tales que n*= cn’.
—f (f}) pues n*+ 100n = n” para todo n (podemos tomar ¢ = 1, ny=1).
-6 (f ues si 7 es par no existen c y o tales que n>+ 1000n = cn’.
LR () p p y q
— AL (4 ues si 7> 100 no existen ¢ y n tales que n° + 10001 = cn’.
LR (f) p y q
— [ (f;) pues sin es impar no existen ¢ y n, tales que n = cn’.
— £ () pues sin es impar no existen ¢ y n, tales que 7 = c(n* + 1000n).
—f[@ (fi) pues sin es impar no existen ¢ y n tales que n = cn’.
— [ (f}) pues n’=n’sin> 100 (podemos tomar ¢ = 1, o= 101).
— £ () pues n’=n’+ 1000 si n > 100 (podemos tomar ¢ = 1, no=101).
— @ () pues n’=fi(n) sin> 100 (podemos tomar ¢ = 1, no= 101).

Obsérvese que O(f,) = O(f) = O(n?), O(fy) = O(n’), Q(fs) = Q(n), y O(fs) = O(n).

Solucion al Problema 1.9 (©/©)

Para resolver estas ecuaciones seguiremos generalmente el mismo método, basado
en los resultados expuestos al comienzo del capitulo. Primero intentaremos
transformar la ecuacion en recurrencia en una ecuacion de la forma:

a,T(n)+aT(n-1)+...+aT(n-k)=b'p,(n)+b)p,(n)+...+b'p.(n),

para después resolver su ecuacion caracteristica asociada. Con las raices de esta
ecuacion es facil ya obtener el término general de la funcion buscada.

a) T(n) = 31(n—-1) + 4T(n-2) si n>1; T(0) = 0; T(1) = 1.
Escribiendo la ecuacion de otra forma:
T(n) —3T7(n—1) - 4T(n-2)=0,

ecuacién en recurrencia homogénea con ecuacion caracteristica x*—3x—4 = 0.
Resolviendo esta ecuacion, sus raices son 4 y —1, con lo cual:

T(n) = 4" + co(-1)".
Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales:
0=T(0)=¢,4" +¢,(-1)" =¢, +¢c, 301:1/5
1=T(1)=c,4' +c,(-1)' =4¢,~¢c,] ¢, =-1/5

Sustituyendo entonces en la ecuacion anterior, obtenemos



34 TECNICAS DE DISENO DE ALGORITMOS

T(n) :%(4" —(-1)") oo,

b) T(n) = 2T(n—-1) — (n+5)3" si n>0; 7(0) = 0.
Reescribiendo la ecuacion obtenemos:
T(n) — 2T(n-1) = —(n+5)3",

que es una ecuacion en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica
asociada es (x—2)(x—3)" = 0, de raices 2 y 3 (esta ultima con grado de multiplicidad
dos), con lo cual

T(n) = 12" + ;3" + c3n3".

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales. Como sélo
disponemos de una y tenemos tres incognitas, usamos la ecuacioén en recurrencia
para obtener las otras dos:

T(1)=2T7(0) - 6:3=-18
T)=2T(1)-79=-99
Con esto:

0=T0)=¢,2"+¢,3" +¢,03" =¢, +c, ¢ =9
-18=T(1)=¢,2' +¢,3' +¢,13' =2¢, +3c, +3c, =c,=-9
-99=T(2)=¢,2* +¢,3* +¢,23* =4¢, +9c, +18c¢, c; =3

Sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior, obtenemos

T(n)=92" - 9-3"—3n3"® (n3").

Existe otra forma de resolver este tipo de problemas, que se basa en manipular
la ecuacion original hasta convertirla en homogénea. Partiendo de la ecuacion 7(n)
— 2T(n—1) = (n+5)3", necesitamos escribir un sistema de ecuaciones basado en ella
que permita anular el término no dependiente de 7(#). Para ello:

— primero escribimos la recurrencia original,
— la segunda ecuacion se obtiene reemplazando #n por n—1 y multiplicando por —6,
— vy la tercera se obtiene reemplazando »n por n—2 y multiplicando por 9.

De esta forma obtenemos:
T(n) - 21(n-1) = (nt+5)3"
—6T(n-1) +12T(n-2) —6(n+4)3""
9T(n-2) —18T(n-3) = 9(n+3)3"?
Sumando estas tres ecuaciones conseguimos una ecuaciéon homogénea:

T(n) — 8T(n-1) + 21 T(n-2) — 18T(n-3) = 0
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cuya ecuacion caracteristica es x° — 8x* + 21x — 18 = (x—2)(x—3)". A partir de aqui
se puede resolver mediante el proceso descrito anteriormente.

Como puede observarse, este método es més intuitivo pero menos metoédico y
ordenado que el que hemos utilizado para solucionar ecuaciones en recurrencia.
Ademas, no hay una tinica forma de plantear esta ecuaciones.

¢) T(n) = 4T(n/2) + n* si n>4, n potencia de 2; T(1) = 1; T(2) = 8.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, k& = logn) obtenemos
7(2% = 412"y + 2%,
Llamando #,= T(2"), 1a ecuacion final es
4= a4, + 4,
ecuacioén no homogénea con ecuacidn caracteristica (x—4)>= 0. Por tanto,
ti= 14" + cokd".
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= 7(2"), con lo que
T(2") = c 14" + cokd'=c 2% + cok2™
y después n = 2, obteniendo finalmente
T(n) = c\n* + con’logn.
Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales:
1=T(1)=¢ 1’ +c, 1’0 =¢, ¢ =1
8=T(2)=¢,2* +c,2° O =4c, +4cz} c, = 1}
Sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior, obtenemos
T(n) = n* + n’logn ® (n’logn).

Existe otra forma de resolver este tipo de problemas, mediante el desarrollo
“telescopico” de la ecuacion en recurrencia. Escribiremos la ecuacion hasta llegar a
una expresion en donde s6lo aparezcan las condiciones iniciales:

2
T(n)=4T(£)+n2=4 4T(£j+(£j +n’ =
2 4) 2
2
2722 =2 ar] 2|+ 2| |+20° =
4 8) \4

:43T(—)+3n2 e =4°T(1)+xn’.
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De esta forma hemos ido desarrollando los términos de esta sucesion, cada uno
en funcién de términos anteriores. Solo nos queda por calcular el nimero de
términos (x) que hemos tenido que desarrollar.

Pero ese niimero x coincide con el nimero de términos de la sucesion #n/2, n/4,
n/s,...,4,2,1, que es logn pues n es una potencia de 2. En consecuencia,

T(n)=4"*"T()+logn@’> =n"** O+logn@’ =n” +lognd’® (nlogn).

d) T(n) = 2T(n/2) + nlogn si n>1, n potencia de 2.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, k = logn) obtenemos
72N =212 + k2",
Llamando #.= 7(2"), 1a ecuacion final es
=2t + k2%,

ecuacion en recurrencia no homogénea con ecuacion caracteristica (x—2)° = 0. Por
tanto,

ti= 12"+ cok2" + c3k*2.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= T (2"), con lo que
T2 = 12" + k2" + 3k*2",
y después n = 2" (k = logn), por lo cual
T(n) = cin + conlogn + c3nlog2n.

De esta ecuacion no conocemos condiciones iniciales para calcular todas las
constantes, pero si es posible intentar fijar alguna de ellas. Para eso, basta sustituir
la expresion que hemos encontrado para 7(#) en la ecuacion original:

nlogn = T(n) — 2T(n/2) = (c3 — co)n + 2¢c3nlogn,
por lo que ¢3=c, y 2¢;=1, de donde
T(n) = ¢\n + 1/2nlogn + 1/2nlog’n.

En consecuencia 7(n)[® (nlog’n) independientemente de las condiciones iniciales.

e) T(n) =3T(n/2) + 5n + 3 si n>1, n potencia de 2.
Haciendo el cambio n = 2 (0, lo que es igual, k& = logn) obtenemos
72" =372 + 52F + 3.

Llamando #,= T(2"), 1a ecuacion final es:
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=36, +52F+3,

ecuacion en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica asociada es
(x=3)(x—2)(x—1) = 0. Por tanto,

L= c13k + cz2k + c;.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= 7(2"), con lo que
T2 = ¢,3* + 2" + ¢
y después n = 2" (k= logn), por lo cual
T(n) = 13" + con + c3= 10" °® + con + .

De esta ecuacion no conocemos condiciones iniciales para calcular todas las
constantes, pero si es posible intentar fijar alguna de ellas. Para eso basta sustituir
la expresion que hemos encontrado para 7(n) en la ecuacidon en recurrencia
original, y obtenemos:

cin'® + con + ¢3=3(c1(n"°%/3) + cn/2 + ¢3) + 5n + 3.

Igualando los coeficientes de n'°®’
¢3=3/2'y c;=10, de donde

T(n) = c;n'°® — 10n — 3/2.

o0g3

, n 'y los términos independientes obtenemos

Como log3 > 1, T(n) sera de complejidad O(x'
T(n) @ (n)sic;=0.

Para ver cuando c¢; vale cero estudiaremos los valores de las condiciones
iniciales que le hacen tomar ese valor, en este caso 7(1). Por un lado, utilizando la
ecuacion original, tenemos que para n = 2:

7(2)=37(1) + 10 + 3.
Por otro lado, basandonos en la ecuacion que hemos obtenido,
7(2) =3¢, — 20 - 3/2.

Igualando ambas ecuaciones, obtenemos que ¢; = T(1) + 23/2. Por tanto,

) si ¢; es distinto de cero, o bien

O(n"*’) siT(1)#-23/2
0 0™ SITO)
O(n) siT(1)=-23/2
f) T(n) =2T(n/2) + logn si n>1, n potencia de 2.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, k = logn) obtenemos
12h =212 + k.

Llamando #.= 7(2"), 1a ecuacion final es
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te=2t, +k,
ecuacion en recurrencia no homogénea que puede ser expresada como

L—2t.=k
y cuya ecuacion caracteristica asociada es (x—2)(x—1)>= 0. Por tanto,

L= 2+ e+ csk.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= 7(2"), con lo que
72N =25+ ¢, + c3k
y después n = 2" (k =logn), y por tanto
T(n) = cn + ¢, + c3logn.

De esta ecuacion no conocemos condiciones iniciales para calcular todas las
constantes, pero si es posible intentar fijar alguna de ellas. Para eso, basta sustituir
la expresion que hemos encontrado para 7(n) en la ecuacidon en recurrencia
original, y obtenemos:

cin + ¢y + cslogn = 2(c1n/2 + ¢, + c3logn — ¢3) + logn.

Igualando los coeficientes de logn y los términos independientes obtenemos que
c3=—1y ¢;=—2, de donde

T(n) = cin — 2 —logn.

Esta funcion sera de orden de complejidad O(n) si ¢; es distinto de cero, o bien
T(n) [® (logn) sic;=0.

Para ver cuando c¢; vale cero estudiaremos los valores de las condiciones
iniciales que le hacen tomar ese valor, en este caso 7(1). Por un lado, utilizando la
ecuacion original, tenemos que para n = 2:

7(2)=27(1) + 1.
Por otro lado, basandonos en la ecuacion que hemos obtenido
T2)=2c;—2-1.
Igualando ambas ecuaciones, obtenemos que ¢; = T(1) + 2. Por tanto,
O(logn) siT(1)=-2
Py [@ogn) SITO)
O(n) siT(1)#-2
_ 12 2k, _
g) I(n) =2T(n ) + logn con n=24; T(2)=1.
Haciendo el cambio n = 22k (k= loglogn) obtenemos la ecuacion

702" = 2122 + 10222".
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k
Llamando #,= T (22 ), la ecuacion final es
=2t + 2",

ecuacion en recurrencia no homogénea cuya ecuacion caracteristica es (x—2)" = 0.
Por tanto,

= 012" + Czkzk.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= T (22k), con lo que
122 = 25 + e k2t
y después n = 22k (k = loglogn, o bien logn = 2%), por lo cual tenemos que
T(n) = cilogn + clogn-loglogn.

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales. Como
disponemos de s6lo una y tenemos dos incognitas, usamos la ecuacion original
para obtener la otra:

T(4) =2T(2) + logd = 4.
Con esto:
1=7T(2)=c,log2+c,log2[0=c, ¢ =1
=
4=T(4)=c,log4 +c,log4oglog4 =2¢, +2c,
Sustituyendo estos valores en la ecuacion anterior, obtenemos

T(n) = logn + logn-loglogn [® (logn-loglogn).

h) T(n) = 5T(n/2) + (nlogn)* si n>1, n potencia de 2; T(1)=1.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, k& = logn) obtenemos
72N = 572" + (k2 = 572" + i?4",
Llamando ¢,= T (21‘), la ecuacién final es
0= 5t + K4,
ecuacion en recurrencia no homogénea que puede ser expresada como
-5ty = K4,
cuya ecuacion caracteristica asociada es (x—5)(x—4)’ = 0. Por tanto,
=15+ 4" + cskdt + P4,

Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= T (2"), con lo que
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72" = /5% + 04" + cskd* + ch?4"
y después n = 2" (k= logn), por tanto

T(n) = ;5" + 4" + c3lognd"™® + cylog nd"¥ =

logs

logd
cn’® +cn®

log4 2 log4
+ cslogn-n®® + cylognn %' =

log5 2 2 22
cn’® + con” + cyn’logn + cyn’log n.

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales. Como solo
disponemos de una y tenemos tres incognitas, usamos la ecuacion en recurrencia
para obtener las otras dos:

T(2)=5T(1) +2°=9;

T(4)=5T(2) + 8= 109;

7(8) = 5T(4) + 24*=1121.
Con esto:
1=T(1)=¢l+c,1+c, 10+, 10 =¢, +c,
9=T12)=c¢,5+c,4+c;40+c,40=5¢, +4c, +4c; +4c,
109=T(4)=¢c,25+c,16 +c,16 (2 +¢,16[4 =25¢, +16¢, +32c; + 64c,
1121=T(8) =¢,125+¢,64 + ;643 +¢,64 9 =125¢, +64c, +192c, +576¢,

Solucionando el sistema de ecuaciones obtenemos los valores de las constantes:

c, =181
c, =—180
c, =—40
c, =4

y sustituyéndolos en la ecuacion anterior, obtenemos

T(n) = 181n"% — 180n* — 40n*logn — 4n*log’n ® (n*log’n).

i) T(n) = T(n—1) + 2T(n-2) — 2T(n-3) si n>2; T(n) = 9n* — 151 + 106 si n=0,1,2.
Reescribiendo la ecuacion:

T(n) — T(n—1) - 27(n-2) + 2T(n-3) = 0,
ecuacion en recurrencia homogénea cuya ecuacion caracteristica asociada es

¥ -x-2x+2=0.
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Resolviendo esa ecuacion, sus raices son 1, 4/2 y—+/2, con lo cual

Tn)=c1+ (N2 Y + (-2 Y.

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales:

106=T(0)=c, +c, +c, ¢, =100
10=T(1)=¢, +e,W2 ;N2 b= ¢, =3 $ = T(n) =100+ 332" (1 +(-1)")
112=T(2)=¢, +2c, +2c, c; =3

En consecuencia, T(n) O ©(2"2).
J) T(n) = (3/2)T(n/2)—(1/2) T(n/4)—(1/n) si n>2, n potencia de 2;7(1)=1; T(2)=3/2.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, k = logn) obtenemos
72N = 3/2)12"") - (112)12F?) - (1/2).
Llamando ¢,= T (21‘), la ecuacidn final es
te= 032t — (1/2)tis — (12)F

ecuacion en recurrencia no homogénea en la forma

te— 3/t + (12)t=—(1/2),
cuya ecuacion caracteristica asociada es (x—1)(x—1/2)*= 0. Por tanto,

t=c1+ 2"+ k2,
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= T (2"), con lo que
TN =ci + 2 + csk2™*

después n = 2" (k = logn), con lo cual

T(n) = c; + (1/n)cy + c3(logn/n).

Para calcular las constantes necesitamos las condiciones iniciales. Como sélo
disponemos de dos y tenemos tres incognitas, usamos la ecuacion en recurrencia
para obtener la tercera:

T(4) = (3/2)T(2) — (1/2)T(1) — (1/4) = 3/2.
Con esto:
1=T(1)=¢, +c, ¢, =1
3/2=TQ2)=¢, +¢,(1/2) +e,(1/2) b= ¢, =04 = T(m) =1+ 28" © (1)
32=T(@) =¢, +c,(1/4)+¢,(1/2)| ¢, =1 "
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K) T(n) = 2T(n/4) + n'” si n>4, n potencia de 4.
Haciendo el cambio 1 = 2 (0, lo que es igual, & = logn) obtenemos
(2% =272 %) + 22
Llamando #,= T(2"), 1a ecuacion final es
t="2t+ 2",
ecuacion en recurrencia no homogénea de la forma

k=240 = (\/5 )k

.y , L. . 2 .
cuya ecuacion caracteristica asociada es (x—2)(x—+2) = 0, o lo que es igual,

(x+ \/5 )(xf\/E *= 0. Por tanto,
te=c1(-N2 Y+ ex(N2 Y+ esk(N2 )

Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= T (2"), con lo que

T2 = ci(-2 Y + ex(W2 Y+ esk(N2 )
después n = 2k (k= logn), y por tanto obtenemos:
I(n) =n (c1(=1)°" + ¢, + cslogn).

Si n es multiplo de 4 entonces logn es par, y por tanto (—1)
Esto nos permite afirmar, llamando ¢y, = ¢, + ¢;, que

°¢" vale siempre 1.
T(n) =~/n (co + cslogn).

De esta ecuacion no conocemos condiciones iniciales para calcular todas las
constantes, pero si es posible intentar fijar alguna de ellas. Para eso, basta sustituir
la expresion que hemos encontrado para 7(#) en la ecuacion original:

n (co+ cslogn) = 2(/n 12 (co + cslogn — 2¢3)) + n .

Igualando los coeficientes de \/; \/; logn y los términos independientes
obtenemos ¢;=1/2, de donde

T(n) =~/n (co+ 1/2logn) ® (v/n logn).

Este problema también podria haberse solucionado mediante otro cambio,
n = 4" (0, lo que es igual, k = logsn) obteniendo la ecuacion

T(4%) = 2T(4" ") + 42,

Esta nos lleva, tras llamar #,= T(4"), a la ecuacion final
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=24, + 2",

cuya resolucion conduce a la misma solucion que la obtenida mediante el primer
cambio.

1) T(n) = 4T(n/3) + n* si n>3, n potencia de 3.
Haciendo el cambio 1 = 3" (0, lo que es igual, & = logsn) obtenemos que
7(3% =413 + 9.
Llamando #,= T(3"), 1a ecuacion final es
=44, + 9",
ecuacion en recurrencia no homogénea de la forma
t—4t=9,
cuya ecuacion caracteristica asociada es (x—4)(x—9) = 0. Por tanto,
L= cl4k + cz9k.
Necesitamos ahora deshacer los cambios hechos. Primero #,= 7(3"), con lo que
7(3% = ¢4 + 3%
y después n = 3" (k = logsn), y por tanto
T(n)= ¢, 4°%" +c,n° =cn =" +c,n’.

De esta ecuacion no conocemos condiciones iniciales para calcular todas las
constantes, pero si es posible intentar fijar alguna de ellas. Para eso, basta sustituir
la expresion que hemos encontrado para 7(n) en la ecuacidon en recurrencia
original, y obtenemos:

n log; 4 n 2 4
Clnlog34 +czn2 =4 Cl(_j +cz(—j +n’ :C1n10g34 +(_Cz +1jn2
3 3 9

¢4y de n® obtenemos ¢, = 9/5, de donde

Igualando los coeficientes de n
9
T(n) =c,n"®* + gnz .

Como logs4 < 2, entonces T(n)@® (n°).

Solucion al Problema 1.10 (©®)
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a) Cierto. Se deduce de la propiedad 6 del apartado 1.3.1, pero veamos una posible
demostracion directa:

Si T,00(f), sabemos que existen c¢; > 0 y n tales que T1(n) < cf(n) para todo
n = n;. Analogamente, como 7>[JO(f), existen ¢, > 0 y n, tales que Tr(n) < cpf(n)

paran =n,. [1.1]
Para comprobar que 77+ T, JO(f), debemos encontrar una constante real ¢ > 0y
un numero natural ng tales que 7T(n) + T»(n) < ¢f(n) para todo n = ny,. [1.2]

Apoyandonos en [1.1], basta tomar ny= mdx{n,n,} y ¢ = c;+ ¢,, con las que se
verifica la ecuacion [1.2] para todo n = ny.

Existe otra forma de demostrarlo, utilizando limites en caso de que estos
existan, como sucede por ejemplo cuando las funciones son continuas:

T,
Si T100(Y), entonces lim M = f<oo,
= f(n)
. - T,(n)
Anélogamente, como T>0 O(f), lim T = ey <00, [1.3]
n—oo n
T,(n)+T.
Veamos entonces que [im M = k<oco. [1.4]

nee o f(n)

Pero [1.4] es cierto pues, como los dos limites en [1.3] son finitos y positivos
podemos conmutar la suma con el limite y obtenemos que

g BT _ o T | T(n)
e [ e L) e f()

= kl + k2<°°.

b) Cierto.

Analogamente a lo realizado en el apartado anterior, si 7;0]O(f), entonces
lim L(n) =k, < c0. Igualmente, como T>,0O(f), lim L (n) =, < o0, [1.5]
e f(n) = f(n)

Veamos entonces que [im M =k<oo [1.6]

e f(n)

Pero [1.6] es cierto pues, como los dos limites en [1.5] existen y son finitos y
positivos podemos conmutar la resta con el limite y obtenemos que

lim L)~ T,(n) = lim L(n) —limMzkﬁkﬁ .

e ) e S e f(n)




LA COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS 45

¢) Falso.

Consideremos Ty(n) = n?, Ts(n) = n, y fin) = n°’. Tenemos por tanto que 7,0O(f)
y TLOO(f), pero sin embargo T1(n)/T>(n) = nJO(1).

d) Falso.

Consideremos de nuevo Ty(n) = n*, Ts(n) =n, y f(n) n’. Tenemos por tanto que
T00(f) y T,OO(f), pero sin embargo T1DO(T2) pues n°[O( n).

Solucion al Problema 1.11 (©)

n*, sinespar.
Sean f(n) =ny g(n) = .
I, simesimpar.
Si n es impar, no podemos encontrar ninguna constante ¢ tal que
fn)=n<cgn) =c,

y por tanto f[1O(g). Por otro lado, si n es par no podemos encontrar ninguna
constante ¢ tal que

g(n)=n*< cf(n) = cn,
y por tanto gLJO(f).

Solucion al Problema 1.12 (©)

Para comprobar que log'n[00(n) basta ver que

1 k
lim og 1 =0
n-—o n

para todo . Pero eso es cierto siempre. Obsérvese ademas que por esa misma razon
log"n[@ (n) para cualquier k> 0.

Solucion al Problema 1.13

Vamos a suponer que los tiempos de ejecucion de las funciones Esvacio, Izq, Der'y
Raiz es de c operaciones elementales (OE), que el tiempo de ejecucion de Opera es
d OE, y el de Max2 es 1 OE.

Procedimiento Inorden (©)
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Para calcular el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el nimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

En la linea (1) se ejecutan 2+c OE: la llamada a Esvacio (1 OE), el tiempo de
ejecucion de este procedimiento (¢) y una negacion.

En la linea (2) se efectua la llamada a /zg (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse
(c OE) mas la llamada a /norden (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va
a depender del numero de elementos del arbol /z¢q(%).

En la linea (3) se ejecutan 2+c+d OE: dos llamadas a procedimientos y sus
respectivos tiempos de ejecucion.

El nimero de OE de la linea (4) se calcula de forma analoga a la linea (2): 2+c
mas lo que tarda /norden en ejecutarse con el nimero de elementos que hay en
Der(t).

Para estudiar el tiempo de ejecucion, vamos a considerar dos casos extremos:

que el arbol sea degenerado (es decir, una lista) y que sea equilibrado. Cualquier
arbol se encuentra en una situacion intermedia a estos dos casos.

Si ¢t es degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t)) y que para todo a subarbol de ¢ se verifica que Esvacio(lzq(a)).
Por tanto, el nimero de OE que se realizan en la ejecucion de /norden(t) para un
arbol ¢ con n elementos es:

T(n) = 2+¢) + Q+c+T(0)) + 2+c+d) + 2+c+T(n-1)) =
8+4c+d+T(0)+T(n-1).
7(0) = 2-+.

Con esto, T(n) = 10 + 5¢ + d + T(n—1), ecuacién en recurrencia no homogénea
que podemos resolver desarrollandola telescopicamente:

T(m)=10+5c+d + T(n-1) = (10 + 5S¢ + d) + (10 +5c + d) + T(n-2) = ... =
(10 + 5¢+dyn + (2+c) @ (n)

Si ¢ es equilibrado sus dos subarboles (izquierdo y derecho) tienen del orden de
n/2 elementos y son a su vez equilibrados. Por tanto, el nimero de OE que se
realizan en la ejecucion de Inorden(t) para un arbol ¢ con n elementos es:

T(n)= (2+c) + Q+c+T(n/2)) + (2+c+d) + (2+c+T(n/2)) = 8+4c+d+2T(n/2).
T(0)= 2-+c.

Para resolver esta ecuacion en recurrencia se hace el cambio #= 7(2"), con lo
que obtenemos

ti—2t1=8+4c+d,
ecuacion no homogénea con ecuacion caracteristica (x—2)(x—1) = 0. Por tanto,
L= cl2k+ Ch
y, deshaciendo los cambios,

T(n)=cn+ c,.
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Para calcular las constantes, nos apoyamos en la condicion inicial 7(0)=2+c,
junto con el valor de 7(1), que puede ser calculado basandonos en la expresion
de la ecuacion en recurrencia: 7(1) = 8 + 4¢c + d + 2(2 + ¢), obteniendo

T(n)= (10 + 5¢ + d)n + (2+c) O O(n).

Funcién Altura (©)

Para determinar el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el niimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

— En la linea (1) se ejecutan 1+¢ OE: la llamada a Esvacio (1 OE) mas el tiempo
de ejecucion de este procedimiento (¢ OE).

— Enlalinea (2) se realiza 1 OE.
— En lalinea (4) se efectuan:

a) lallamada a /zq (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse (¢ OE) mas la llamada
a Altura (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va a depender del
numero de elementos del arbol Izg(?); mas

b) la llamada a Der (1 OE), lo que tarda ésta en ejecutarse (¢ OE) mas la
llamada a Altura (1 OE) y lo que tarde ésta en ejecutarse, que va a depender
del nimero de elementos del arbol Der(?); méas

c) el célculo del maximo de ambos numeros (1 OE), un incremento (1 OE) y el
RETURN (1 OE).

Para estudiar el tiempo de ejecucion de esta funcion consideraremos los mismos
casos que para la funcion Inorden: que el arbol sea degenerado (es decir, una lista)
0 que sea equilibrado.

e Si t es degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t)) y que para todo a subarbol de ¢ se verifica que Esvacio(lzq(a)).
Por tanto, el nimero de OE que se realizan en la ejecucion de Altura(t) para un
arbol ¢ con n elementos es:

T(n)= (1+c) + (1+c+1+7(0) + 1+c+1+T(n-1)) +3 = 8 + 3¢ + T(0) + T(n-1).
T(0)= (1+c) + 1 = 2+c.

Con esto, 7(n)=10+4c+T(n—1), ecuacion en recurrencia no homogénea que
podemos resolver desarrollandola telescopicamente:

T(n)=10+4c+ T(n-1)=(10 +4¢) + (10 + 4¢) + T(n-2)=...=
(10 +4c)n + (2 +¢) 0O(n)

* Si ¢ es equilibrado sus dos subarboles tienen del orden de n/2 elementos y son
también equilibrados. Por tanto, el numero de OE que se realizan en la
ejecucion de Altura(t) para un arbol ¢ con n elementos es:

T(n)= (1+c) + (1+c+1+T(n/2)) + 1+c+1+1(n/2)) +3 = 8 + 3¢ + 21(n/2).
T(0)=2+c.
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Para resolver esta ecuacion en recurrencia se hace el cambio #=7(2"), con lo que
obtenemos

L—2t,= 8+ 3c,

ecuacion no homogénea de ecuacion caracteristica (x—2)(x—1) = 0. Por tanto,

= 012k+ Co.

Deshaciendo los cambios,

T(I’l) =cCcin + Co.

Para calcular las constantes, nos apoyamos en la condiciéon inicial

T(0)=2+c, junto con el valor de 7(1), que puede ser calculado basandonos en la
expresion de la ecuacion en recurrencia: 7(1) = 8 + 3¢ + 2(2 + ¢). Finalmente
obtenemos

T(n)=(10+4c)n+ (2 +¢c) O O(n).

Funcion Mezcla (&)

Para resolver este problema vamos a suponer que el tiempo de ejecucion del
procedimiento /ns, que inserta un elemento en un arbol binario de busqueda, es
Alogn+B, siendo A y B dos constantes. Supongamos también que n y m son el
numero de elementos de ¢/ y 2 respectivamente.

Para estudiar el tiempo de ejecucion 7T(n,m) consideraremos, al igual que
hicimos para la funcion anterior, dos casos extremos: que el arbol #2 sea
degenerado (es decir, una lista) o que sea equilibrado.

* Si 2 es degenerado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Esvacio(lzq(t2)) y que para todo a subarbol de ¢2 se verifica que
Esvacio(lzq(a)). Por tanto, vamos a ver el nuimero de OE que se realizan en cada
linea de la funcidn en este caso:

En la linea (1) se invoca a Esvacio(tl), lo que supone 1+c OE.
En la linea (2) se efecttia 1 OE.
Anéalogamente, las lineas (3) y (4) realizan (1+c) y 1 respectivamente.

Para estudiar el nimero de OE que realiza la linea (6), vamos a dividirla en
cuatro partes:

a) al:=Ins(tl,Raiz(t2)), siendo al una variable auxiliar para efectuar los
calculos. Se efectiian 2+c+A4logn+B operaciones elementales: la llamada a
Raiz (1), el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a /ns (1 OE), y su tiempo
de ejecucion (Alogn+B).

b) a2:=Mezcla(al,lzq(t2)), siendo a2 una variable auxiliar para efectuar los
célculos. Se efecttian aqui 2+c+7(n+1,0) operaciones elementales:
llamada a Izqg (1), el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a Mezcla
(1 OE), y su tiempo de ejecucion, que sera 7(n+1,0), pues estamos
suponiendo que Esvacio(lzg(a)) para todo a subarbol de ¢2.

¢) a3:=Mezcla(a2,Der(t2)), siendo a3 una variable auxiliar para efectuar los
calculos. Se efectian 2+c+T(nt1,m—1) operaciones elementales: la
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llamada a Der (1), el tiempo que ésta tarda (c), la llamada a Mezcla
(1 OE), y su tiempo de ejecucion, que sera T(nt+1,m—1), pues estamos
suponiendo que Esvacio(lzq(a)) para todo a subarbol de 2 o, lo que es
igual, que el nimero de elementos de Der(z) es m—1.

d) RETURN a3, que realiza 1 OE.
Por tanto, la ejecucion de Mezcla(tl,t2) en este caso es :

T(n,m) =9+ 5¢ + B + Alogn + T(n+1,0) + T(n+1,m-1)

con las condiciones iniciales 7(0,m) =2 + ¢ y T(n,0) = 3 + 2¢. Para resolver la
ecuacion en recurrencia podemos expresarla como:

T(nym) =12+ 7c+ B + Alogn + T(n+1,m—1)

haciendo uso de la segunda condicioén inicial. Desarrollando telescopicamente la
ecuacion:

T(n,m) =12+ 7c + B + Alogn + T(n+1,m—1) =
(12+7c+B+Alogn) + (12+7c+B+Alog(n+1)) + T(n+2,m-2) =

i=0

m(12+7c+B) + (mz_lAlog(n + z)j +T(n+m0)=

m—1
m(12+7c+B)+2c+3 +A[Zlog(n +i)j.

i=0

Pero como log(n+i) < log(n+m) paratodo 0 <i<m,

T(n,m) <m(12 + 7¢ + B) + 2¢ + 3 + Amlog(n+m) O O(mlog(n+m))

¢ El segundo caso es que 72 sea equilibrado, para el que se demuestra de forma
analoga que

T(n,m) O O(mlog(n+m)).
Solucion al Problema 1.14 (©)

Para comprobar que O()JO(g), basta ver que lim, _ (fin)/g(n)) = 0 en cada caso

pues las funciones son continuas, lo que implica la existencia de los limites. De
esta forma se obtiene la siguiente ordenacion:

O((1/3)") 0 0(17) O O(loglogn) T O(logn) 0 O(log?r) 0 O(¥/n ) 0 O(+/n logn)
0 O(n/logn) 0 O(n) 0 O 0 O((3/2)").

Solucion al Problema 1.15 (®)
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Para resolver la ecuacion

T(n) :%(ET(i)J+cn ,

siendo 7(0) = 0, podemos reescribirla como:

n-l1

nT(n) = ZT(i) +cn’ [1.7]

Por otro lado, para n—1 obtenemos:

n=2
(n=DT(n=1)=Y T(@i)+c(n-1)° [1.8]
i=0
Restando [1.7] y [1.8]:
nT(n) —nT(n-1) + T(n-1) = T(n-1) + c(2n-1) = nT(n) = nT(n-1) + c(2n-1) =
T(n) = T(n—1) + c(2-1/n).
Desarrollando telescopicamente la ecuacion en recurrencia:

T(n)=T(n-1)+c(2-1/n) =
=T(n-2)+c2-1/(n-1)+c2-1/n)=
=T(n-3)+c2-1/(n-2))+c(2-1/(n-1))+c2—-1/n)=

= T(O)+ci(2 —l.j=
i=l l
38
i=1 l

ya que teniamos que 7(0) = 0. Veamos cual es el orden de 7(n):

a) Como (2-1/i) €2 paratodo i >0, T(n) < 022 =2cn = T(n)JO(n).

i=1
b) Como (2-1/i) 2 1 paratodo i > 0, T(n) 2 021 =cn = T(n)Q (n).

i=1

Por tanto, T(n)[@® (n).

Solucion al Problema 1.16
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Funcion BuscBin (®)

a) Para determinar su tiempo de ejecucion, calcularemos primero el nimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:

— En la linea (1) se ejecutan la comparacion del /F (1 OE), y un acceso a un
vector (1 OE), una comparacion (1 OE) y un RETURN (1 OE) si la
condicion es verdadera.

— Enlalinea (3) se realizan 3 OE (suma, divisidon y asignacion).

— En la linea (4) hay un acceso a un vector (1 OE) y una comparacion (1 OE),
y ademds 1 OE en caso de que la condicion del /F sea verdadera.

— En lalinea (5) hay un acceso a un vector (1 OE) y una comparacion (1 OE).

— Las lineas (6) y (8) efectian 3+7(n/2) cada una: una operacion aritmética
(incremento o decremento de 1), una llamada a la funcién BuscBin (lo que

supone 1 OE), mas lo que tarde en ejecutarse la funciéon con la mitad de los
elementos y un RETURN (1 OE).

Por tanto obtenemos la ecuacion en recurrencia 7(n) = 11 + 7(n/2), con la
condicién inicial T(1) = 4. Para resolverla, haciendo el cambio # = T(2%)
obtenemos

th— =11,
ecuacioén no homogénea cuya ecuacion caracteristica es (x—1)*= 0. Por tanto,
ti=cik+c,
y, deshaciendo los cambios,
T(n) = cilogn + c,.

Para calcular las constantes, nos basaremos en la condicion inicial 7(1) = 4,
junto con el valor de 7(2), que podemos calcular apoyandonos en la expresion
de la ecuacion en recurrencia: 7(2) = 11 + 4 = 15. Finalmente obtenemos

T(n) = 11logn + 4 10 O(logn)

b) La recursion de este programa, por tratarse de un caso de recursion de cola,
puede ser eliminada mediante un bucle que simule las llamadas recursivas a la
funcién. La condicion de terminacion del bucle puede ser tomada del caso base
de la funcion recursiva y el cuerpo de dicho bucle consiste en una preparacion
de los argumentos de la funcion recursiva y el calculo que ésta realiza:

PROCEDURE BuscBIt(a:vector;prim,ult:CARDINAL;x:INTEGER) : BOOLEAN;
VAR mitad:CARDINAL;

BEGIN
WHILE (prim<ult) DO (* 1 %)
mitad:=(prim+ult)DIV 2; (x 2 %)
IF x=a[mitad] THEN RETURN TRUE (x 3 %)
ELSIF (x<a[mitad]) THEN (x 4 %)
ult:=mitad-1 (* 5 x)
ELSE (x 6 %)
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prim:=mitad+1 (x 7 %)

END (x 8 %)
END; (x 9 %)
RETURN x=al[ult] (x 10 *)

END BuscBIt;

c) Para el célculo del tiempo de ejecucion y la complejidad de la funcién no
recursiva podemos seguir un proceso analogo al que seguimos para la funcion
Algoritmo2 (en el problema 1.5). Para determinar el tiempo de ejecucion,
calcularemos primero el nimero de operaciones elementales (OE) que se
realizan en cada una de las lineas:

— En Ia linea (1) se efectua la condicion del bucle, que supone 1 OE (la
comparacion).

— Las lineas (2) a (9) componen el cuerpo del bucle, y contabilizan 3, 2+1, 2,
2,0, 2,0y 0 OE respectivamente.

— Por ultimo, la linea (10) supone 3 OE. A ella se llega cuando la condicion
del bucle deja de verificarse.

El bucle se repite hasta que su condicion sea falsa, acabando la funcion al
ejecutarse la linea (10). Cada iteracion del bucle estd compuesta por las lineas
(1) a (9), junto con una ejecucion adicional de la linea (1) que es la que ocasiona
la salida del bucle. En cada iteraciéon se reduce a la mitad los elementos a
considerar, por lo que el bucle se repite logn veces. Por tanto, en el peor caso,

logn
I(n) = [(Z(l +3+2+2 +2)J +1J+3 =10logn +4©® (logn).

i=1

Como puede verse, el tiempo de ejecucion de ambas funciones es
practicamente igual, lo que a priori implica que cualquiera de las dos pueden
usarse indistintamente. Sin embargo, hay que tener en cuenta la mayor
complejidad espacial que siempre suponen los procedimientos recursivos por la
utilizacion de la pila, lo que hace que ante una igualdad de tiempos de
ejecucion, los procedimientos iterativos sean preferibles frente a los recursivos.
Pero no so6lo la complejidad ha de ser tenida en cuenta para la eleccion del
algoritmo. La claridad y sencillez del codigo es un factor también a considerar,
pues ello va a implicar una mejor legibilidad y una depuracion del programa y
mantenimiento mas facil, aspectos todos ellos muy importantes.

Funcion Sumadigitos (©)

a) Para calcular el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el niimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:
— En la linea (1) se ejecutan una comparacion (1 OE) y un RETURN (1 OE) si
la condicion es verdadera.
— En la linea (2) se efectua una division (1 OE), una llamada a la funcion

Sumadigitos (1 OE), més lo que tarda ésta con un décimo del tamafio de su
entrada, una suma (1 OE), un resto (1 OE), y un RETURN (1 OE).
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b)

¢)

Llamando » al parametro num de la funcion, obtenemos la ecuaciéon en
recurrencia 7(n) = 6 + T(n/10), con la condicion inicial 7(1) = 2.

Para resolverla hacemos los cambios 1 = 10" (0, lo que es igual, k = log;on) y
1= T(10%) y obtenemos
ty— 1= 6,
ecuacidén no homogénea cuya ecuacion caracteristica es (x—1)*= 0. Por tanto,
Le=c t ook
Deshaciendo los cambios,
T(n) = c1 + clogon.

Para calcular las constantes, nos apoyamos en la condicion inicial 7(1) = 2,
junto con el valor de 7(10), que puede ser calculado apoyandonos en la
expresion de la ecuacion en recurrencia: 7(10) = 6 + 2 = 8. Finalmente
obtenemos

T(n) = 6 log;on + 2 O O(logn)

Como vemos, en esta caso la complejidad de la funciéon depende del
logaritmo en base 10 de su parametro num (esto es, de su namero de digitos).

La recursion de este algoritmo puede ser eliminada mediante un bucle que
simule las llamadas recursivas a la funcién, cuya condicion de terminacion
puede ser tomada del caso base de la funcion recursiva, y cuyo cuerpo consiste
en los calculos que ésta realiza, junto con una preparacion de los argumentos de
la siguiente 1llamada. En concreto, el algoritmo que implementa el algoritmo no
recursivo es el siguiente:

PROCEDURE Sumadigitos_it (num:CARDINAL) :CARDINAL;
VAR s:CARDINAL;

BEGIN
s:=num MOD 10; (x 1 %)
WHILE num>=10 DO (x 2 %)
num:=num DIV 10; (x 3 %)
s:=s+(num MOD 10) (x 4 x)
END; (* 5 %)
RETURN s (x 6 %)

END Sumadigitos_it;

Para determinar el tiempo de ejecucion, calcularemos primero el niimero de
operaciones elementales (OE) que se realizan:
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— Enlalinea (1) se ejecutan 2 OE (un resto y una asignacion).
— En lalinea (2) se efectua la condicion del bucle, que supone 1 OE.

— Las lineas (3) y (4) componen el cuerpo del bucle, y contabilizan 2 y 3 OE
respectivamente.

— Por ultimo, la linea (6) supone 1 OE. A ella se llega cuando la condicion del
bucle deja de verificarse.

Con esto, se efectua la linea (1), y después se repite el bucle hasta que su
condicion sea falsa, acabando la funciéon al ejecutarse la linea (6). Cada
iteracion del bucle estd compuesta por las lineas (2) a (4), junto con una
ejecucion adicional de la linea (2) que es la que ocasiona la salida del bucle. En
cada iteracion se diezman los elementos a considerar, por lo que el bucle se
repite logon veces.

logon

Por tanto, T(n) =2 + (( Z(l +2+ 3)] + lj +1=06log,,n+4 0O0O(logn).

i=1

Llegados a este punto vemos que ocurre lo mismo que en el algoritmo
anterior. Los tiempos de ejecucion de las funciones recursiva e iterativa son
similares. Es por tanto una decision del usuario decantarse por el disefio
generalmente mas robusto ofrecido por los algoritmos recursivos, frente a la
menor complejidad espacial que presentan los iterativos al no utilizar la pila de
recursion.

Solucion al Problema 1.17 (©)

a) Para determinar el tiempo de ejecucion del algoritmo, calcularemos primero el
numero de operaciones elementales (OE) que se realizan:

En la linea (1) se puede ejecutar o sélo la condicion (si ésta es falsa) con un
total de 1 OE, o bien la sentencia entera, con un total de 3 OE.

Las lineas (2) y (3) estin compuestas por operaciones aritméticas y
asignaciones, y se realizan un total de 3 OE en cada una.

La linea (4) tiene tres partes: un acceso a a[mitad], que supone 1 OE; la llamada
a Raro(a,prim,prim~+terc), que supone 2 + T(n/3) (1 de la suma de prim y terc, 1
OE de la llamada a Raro, y luego el tiempo de ejecucion de Raro para un tercio
del niimero de elementos con los que fue invocada la funcioén original); y la
llamada a Raro(a,ult—terc,ult), que supone 2 + T(n/3) OE por la misma razén. El
resultado de las tres partes ha de sumarse (lo que supone 2 OE) y luego hacer un
RETURN (1 OE). En resumen, en la linea (4) se ejecutan un total de 1 + 2 +
T(n/3)+2+ Tm/3)+2+1 =8+ 2T(n/3) OE.

Con esto:

1.
2.

Sin =1 (caso base), se ejecuta solo la linea (1) y por tanto 7(1) = 3.

Sin =3 con k>0, se ejecuta solo la condicion del IF (1) y luego el resto de las
lineas (2) a (4), con lo cual T(n) = 15 + 27(n/3).
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Tenemos por tanto el tiempo de ejecucion del algoritmo deﬁn}'(do mediante una
ecuacion en recurrencia. Para resolverla, haciendo el cambio n = 3" queda

135 =213""+ 15
y llamando # a 7(3") obtenemos
=t t+ 15,

ecuacion en recurrencia no homogénea de ecuacion caracteristica (x—2)(x—1) =0y
consecuentemente

= 012k+ Czlk: 012k+ C.
Cambiando entonces # por T(3") queda
135 =c 12"+ s,

y deshaciendo el cambio n = 3* (0, lo que es igual, k = logsn), obtenemos
finalmente

T(n) = ¢;208" + ¢, = ¢ n'og:2 + ¢,.

Para calcular las constantes necesitamos resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incognitas (c; y ¢;) basandonos en dos condiciones iniciales de la ecuacion
en recurrencia. Como de partida solo disponemos de una (7(1) = 3), necesitamos
obtener otra. Para ello, apoyandonos en la definicion recursiva de 7'y para n = 3,
obtenemos

T(3)=15+2T(n/3)=15+217(1) =21.
Por tanto

3=T()=¢, +c, c, =18
=
21=T(3)=2¢, +c, c, =—15

Sustituyendo estos valores en la ecuacion, obtenemos finalmente

T(n) = 18nloz:2 — 15,

b) T(n)® (n'oe:2),
Para justificarlo, basandonos en las propiedades de ©, basta ver que

T(n)

log; 2

lim

n—o n

existe, es acotado y distinto de cero. Pero eso es cierto ya que
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PARTE I: Problemas

Supuesto que Vn>ngy f(n)>g(n)=0 y que f(n),g(n) € O(h(n)), ;qué puedes decir del
orden de f(n)-g(n)?

Demuestra que Va,b (a,b>1 = Ig, n € ©(Igp n)).
Si azb, ges cierto 2'8a M ¢ @(218b Mo

Justifica si son ciertas o falsas las afirmaciones siguientes, siendo f(n) y h(n) funciones
de coste resultantes de analizar algoritmos:

(a) O(f(n)) = O(h(n)) = O(lgf(n)) = O(Igh(n))

(b) O(lgf(n)) = O(Igh(n)) = O(f(n)) = O(h(n))

Sea t(n) el nimero de lineas generadas por una realizacion del procedimiento G(n).

procedure G ( x: in INTEGER) is
begin
for I in 1..x loop
for J in 1..I loop
PUT_LINE(I,J,X);
end loop;
end loop;
if x>0 then
for I in 1..4 loop
G(x div 2);
end loop;
end if;
end G;

Calcula el orden exacto de la funcion t(n).

Un natural n=1 es triangular si es la suma de una sucesion ascendente no nula de
naturales consecutivos que comienza en 1. (Por tanto, los cinco primeros numeros
triangulares son 1, 3=1+2, 6=1+2+3, 10=1+2+3+4, 15=1+2+3+4+5.)

(a) Escribe un programa que, dado un entero positivo n>1, decida si éste es un
numero triangular con eficiencia incluida en O(n) y empleando un espacio

extra de memoria constante.

(b) Analiza tu programa.



10.

Supongamos que cada noche disponemos de una hora de CPU para ejecutar cierto
programa y que con esa hora tenemos suficiente tiempo para ejecutar un programa con
una entrada, a lo sumo, de tamafio n= 1 000 000. Pero el centro de calculo tras una
reasignacion de tiempos decide asignarnos 3 horas diarias de CPU. Ahora, (cudl es el
mayor tamafio de entrada que podra gestionar nuestro programa, si su complejidad
T(n) fuera (para alguna constante k;)?

(@) kin
(b) ko n?
(C) k3 10"

Supongamos que cada noche disponemos de una hora de CPU para ejecutar cierto
programa y que con esa hora tenemos suficiente tiempo para ejecutar un programa con
una entrada, a lo sumo, de tamafio n=1 000 000. En esta situacion nuestro jefe compra
una maquina 100 veces mas rapida que la vieja. Ahora ;cudl es el mayor tamafio de
entrada que podrd gestionar nuestro programa en una hora, si su complejidad T(n)
fuera (para alguna constante k;)?

(@) kin
(b) ko n?
(C) k3 10"

Escribe un algoritmo que calcule los valores maximo y minimo de un vector con n
valores realizando para ello menos de (3n/2)comparaciones entre dichos valores.
Demuéstrese que la solucion propuesta realiza menos comparaciones que las
mencionadas.

Resuélvase la siguiente ecuacion de recurrencia. {De qué orden es?
(a n=1

T(n) = 4ZT(E) +1lgn n>1
U \4

Calcula el orden temporal de los siguientes programas:

(a) function total (n:positivo)
if n=1 then 1 else total(n-1) + 2 * parcial(n-1)

siendo
function parcial (m:positivo)
if m=1 then 1 else 2 * parcial(m-1)

(b) function total(n,m:positivo)
if n=1 then m else m + total (n-1, 2 * m)



11.

12.

13.

14.

El siguiente algoritmo es utilizado por muchos editores de texto. Busca la primera
aparicion de un string (esto es, de un array de caracteres B(1..m) en el string A(1..n) ),
devolviendo el indice de A donde comienza B, si procede. El valor Limite=n-m+1
es la posicion mas a la derecha en A donde podria comenzar B.

procedure StringSearch (A,B: in String; Hallado: out boolean;
Comienzo: out Indice) is

N:= A'Length; Encontrado:= false; I, J : Indice;
M:= B'Length; Limite:= n-m+1; Com:= A'First;
begin

while not Encontrado and (Com £ Limite) loop
I:= Com; J:= B'First;

while J/= M+l and then (A(i)=B(j)) loop
I:= I+1; J:=J0+1;
end loop;
Encontrado:= (J=M+1) ;
if not Encontrado then Com:= Com+1l; end if;
end loop;

Hallado:= Encontrado;
Comienzo:= Com;
end StringSearch;

(Cuantas veces se ejecuta la comparacion A(i)=B(j) en el peor caso? ;Qué
entradas dan lugar al peor caso? Obsérvese que, usando el lenguaje de programacion
Ada, el test sdlo se comprueba una vez que es cierta la condicion J/= M+1.

Para ordenar el vector de n elementos <eq, e, ...,en> se utiliza una estrategia analoga

al Mergesort pero dividiendo el vector en n/2 trozos de tamafio 2 y generalizando el
Merge a n/2 secuencias.

e escribase la funcién de eficiencia temporal justificando cada uno de los
sumandos de la misma, y

e determinese el orden.

Dado el algoritmo siguiente, que determina si una cadena C es palindromo:

funcidén PAL (C, i, j) devuelve booleano
if i>j then devuelve cierto

elsif C(i)#C(j) then devuelve falso
else devuelve PAL(C, i+1, j-1)

Analiza la evaluacion de PAL(C, 1, n) en el caso peor y en el caso medio, suponiendo
equiprobabilidad de todas las entradas y siendo {a, b} el alfabeto que forma las
cadenas.

Para resolver cierto problema se dispone de un algoritmo trivial cuyo tiempo de
gjecucion t(n) -para problemas de tamafo n- es cuadratico (i.e. t(n)e @(nz)). Se ha

3



encontrado una estrategia Divide y Vencerds para resolver el mismo problema; dicha
estrategia realiza D(n)= n log n operaciones para dividir el problema en dos
subproblemas de tamafio mitad y C(n)= n log n operaciones para componer una
solucién del original con la solucion de dichos subproblemas. (Es la estrategia Divide
v Venceras mas eficiente que la empleada en el algoritmo trivial?

15. Dado el siguiente algoritmo para calcular el méximo y el minimo de un vector de
enteros, determinese el N° DE COMPARACIONES entre componentes del vector que
se realizan en el caso peor.

proc MAX MIN (T[i..j], Max, Min)
i<
si T[i] e T[j] entonces Max:= T[j]; Min:= TI[i];
sino Max:= T[i]; Min:= T[]j];
fin si;
si i+1 e j-1 entonces
MAX MIN (T[i+1..j-1], Aux Max, Aux Min);
si Max < Aux Max entonces Max:= Aux Max; fin si;
si Aux Min < Min entonces Min:= Aux Min; fin si;
fin si;
fin proc;

16. Teniendo una secuencia de n claves distintas a ordenar, considérese la siguiente
variacion del algoritmo de Ordenacion por Insercion:

Para 2<i<n: insertar S(i) entre S(1)<S(2)<...<S(i-1) empleando la
busqueda dicotomica para determinar la posicion correcta donde debe
ser insertado S(1).

Es decir, el algoritmo de insercion para determinar la posicion donde debe insertarse
S(i) hara uso del siguiente algoritmo:

Alg BUSQ DICOT POSICION(Sec, Valor) devuelve Posicidn
-- Valor ¢ Hacer_Cjto(Sec)
si Sec'Length=1 ent
si Sec(Sec'First)<Valor ent devolver Sec'First+1l
else devolver Sec'First
sino si Sec((Sec'length)/2)<Valor ent
devolver BUSQ DICOT POSICION (Sec(((Sec'length)/2)+1)

..Sec'Last),
Valor)
sino devolver BUSQ DICOT POSICION (Sec(Sec'First..
((Sec'length)/2)-1)), Valor)
Ejemplos:
S
[ 2 | 5 | 8 [ 18 [ 20 | 30 [ valor | ... | sS(n) |
1 2 3 4 5 6 i e n

BUSQ DICOT POSICION(S(1..6), 1) —> Posicién: 1
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6), 3) —> Posicién: 2
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6),9) —> Posicion: 4
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6), 37) — Posicién: 7

Analizar lo siguiente de esta variante del algoritmo de Ordenacién por Insercion.



a) Comparaciones entre claves:
(Cual es un caso peor?
(Cudl es el orden del nimero de comparaciones entre claves que se haran en
ese peor caso?

b) Movimientos de claves:
(Cuadl es el caso peor?
(Cuantos movimientos de claves en total se haran en el peor caso?

c) (Cual es el orden del tiempo de ejecucion del algoritmo en el peor caso?

17. Hemos disefiado la siguiente version del algoritmo Mergesort con intencion de evitar
el uso de espacio extra de orden lineal.
Analice su eficiencia temporal.

procedure MERGESORT SOBRE VECTOR (V: in out VECTOR,
I,J: in INDICE) is
K: INDICE:= LI+J/2J;
begin
if ES_PEQUENO(I,J) then SIMPLE SORT(V,I,J);
else
MERGESORT SOBRE VECTOR (V,I,K) ;
MERGESORT_ SOBRE_VECTOR (V,K+1,J) ;
MERGE_SOBRE VECTOR(V,I,K,J);
end if;
end MERGESORT_SOBRE VECTOR;

siendo  MERGE SOBRE VECTOR(V,LX,J) un procedimiento que ordena el
segmento V(I..J) del vector V cuando recibe dos segmentos ordenados que ocupan
posiciones consecutivas V(L..X) y V(X+1..J)

procedure MERGE SOBRE VECTOR (V: in out VECTOR, I,X,J: in INDICE) is
Izg: INDICE:=I; Der: INDICE:=X+1;
Aux: ELEM VECTOR;
begin
while 1Izg \= Der loop
if V(Izqg)>V(Der) then
Aux:= V(Izq);
V(Izq) :=V(Der) ;
Insertar Aux en V(Der..J) dejandolo ordenado;
end if;
Izg:= Izg+l;
end loop;
end MERGESORT SOBRE_VECTOR;

18. Suponga que vamos a utilizar el siguiente algoritmo para encontrar las k& mayores
claves de una lista de n claves.

function LAS K MAYORES CLAVES (Vec: in VECTOR; K: in INTEGER)
return VECTOR is
M: VECTOR;
Claves: VECTOR(1..K);
begin
Crear monticulo M con las n claves;
for J in 1 .. K 1loop



Claves (J) := M(1);

M(1):= M(n-J+1) ; -- trasladar el ultimo a la raiz
HUNDIR RAIZ (M(1..n-3J)) ;
end loop;

return Claves;
end LAS K MAYORES CLAVES;

(, De qué orden (en funcion de n) puede ser k para que este algoritmo sea de O(n)?

19. El siguiente algoritmo puede emplearse para buscar un nombre en un listin telefénico
(Obviamente el listado esta ordenado alfabéticamente):

function BUSCO (Lis: in Listado; Apellido: in String;
Salto: in Positive) return Integer is
-- Se supone que Apellido esta en Lis.
-- Devuelve el indice donde se encuentra Apellido en Lis.
begin
Indice:= Lis'First+Salto-1;
while Lis'Last>Indice and then Apellido>Lis(Indice) loop
Indice:= Indice+Salto;
end loop;
if Lis'Last>Indice

then Hasta:= Indice;
else Hasta:= Lis'Last;
end if;
return (BUSQUEDA LINEAL(Lis(Indice-Salto+l..Hasta),h Apellido)) ;
end BUSCO;
a) (Cuéntas veces se ejecuta la comparacion de Apellido con una componente de

Lis en el peor caso? (Sirve la misma observacion del ejercicio anterior. )
Sabemos que BUSQUEDA LINEAL(Lis(X..Y),Apellido) produce Y-X comparaciones.

b) (Cambiaria el orden del algoritmo si en vez de BUSQUEDA LINEAL invocisemos a

BUSQUEDA DICOTOMICA (Lis (X..Y),Apellido) que produce 1+|_log (Y-X)J
comparaciones?

20. Para determinar si un item X se halla presente en una matriz cuadrada de items
T(1..n,1..n) cuyas filas y columnas estan ordenadas crecientemente (de izquierda a
derecha y de arriba a abajo respectivamente), se utiliza el siguiente algoritmo: (Sea
benevolente con el enunciado, admitiendo que siempre tenga sentido eso de “la
diagonal”)

e (Con busqueda dicotdémica se busca X en la “diagonal”.

e Siencontramos X, terminamos.

e Sino, (encontramos p y q tales que p<X<q ) descartamos los dos trozos de la
matriz donde no puede estar X e invocamos recursivamente el mismo
procedimiento sobre los dos trozos restantes.



X<q

a4 |\ a

21.

22.

23.
(a)

(b)

I J )

(De qué orden es este algoritmo en el caso peor?

Un array T contiene n numeros naturales distintos. Queremos conocer los menores m
niameros de T. Sabemos que m es mucho menor que n. ;Como lo harias para que
resultara mas eficiente?:

(a) Ordenar T y tomar los m primeros.
(b) Invocar SELECCIONAR(T.k) para k=1, 2, ...y m.
(c) Usar algtin otro método.

Justifica tu respuesta contrastando en tu estudio los andlisis de caso peor y caso medio
conocidos.

Una persona piensa un numero entero positivo W. Escribe un algoritmo para que otra
persona lo adivine realizdndole preguntas con la relaciones de orden: <, >, =. El
nimero de preguntas debe ser o(W).

Analiza el algoritmo siguiente, que transforma el array T(1..n) en un monticulo.

proc crear monticulo (T(1l..n))
para i:= Ln/zj disminuyendo hasta 1 hacer hundir (T(1..n), i)

Con el analisis del apartado (a) habras descubierto que crear monticulo(T(1..n)) es
de O(n). Entonces, ;por qué es incorrecto el razonamiento siguiente para analizar el
algoritmo HeapSort?:

proc HeapSort (T(1l..n))
crear monticulo (T(1l..n))
para i:= n disminuyendo hasta 2 hacer
intercambiar T(1) y T (1)
hundir(T(1..i-1), 1)



Yo veo que crear monticulo (T(1..n)) realiza|n/2] veces el procedimiento
hundir, y que el bucle de n-1 iteraciones de HeapSort(T(1..n)) puede verse como 2
veces | n/2] realizaciones del procedimiento hundir (mas el intercambio que es de
O(1)). Por tanto HeapSort(T(1..n)) realiza consecutivamente tres fragmentos de
programa de O(n) cada uno y concluyo que HeapSort(T(1..n)) es de O(n).

24. Considérese el algoritmo de ordenacion siguiente.

procedure TerciosSort (B: in out Vector; I,J: in Integer) is

LJ—IHJ
K: Integer:= 3 ;
begin
if B(I) > B(J) then Intercambiar(B(I),B(J)); end if;

if J-I+1 <= 2 then return; end if;
TerciosSort (B, I, J-K);
TerciosSort (B, I+K, J);
TerciosSort (B, I, J-K);

end TerciosSort;

(a) Analiza su tiempo de ejecucion.

(b) Comparalo con la eficiencia de InsertionSort y HeapSort.

Observaciones:
e Puedes considerar valores de n de la forma (3/2)".
log ca
® logpa=
log.b

e log, 2=0.63092

25. Completa el siguiente algoritmo para que calcule el k-€simo mayor elemento de los n
numeros enteros que el procedimiento get-number (X: out integer) ird generando.
Nos interesa minimizar el espacio extra necesario, por tanto busca soluciones que no
requieran siempre espacio extra de 2(n).

for i1 := 1 to n loop
get-number (X)

end loop
return K ESIMO

26. Un minimo local de un array A(a-1...b+1) es un elemento A(k) que satisface A(k-
1)>A(k)<A(k+1). Suponemos que a<b y A(a-1)>A(a) y A(b)<A(b+1); estas
condiciones garantizan la existencia de alguin minimo local. Disefia un algoritmo que
encuentre algiin minimo local de A(a-1...b+1) y que sea substancialmente mas rapido
que el evidente de O(n) en el peor caso. ;,De qué orden es tu algoritmo?

27.
a) Considera el algoritmo recursivo de busqueda dicotdémica en un vector ordenado:



(Si X no estuviera en el vector devuelve el indice 0):

proc BUSQ DICO (TI[i..3j], X, Ind)
si i< j entonces
k:= (i+j) div 2;
si TI[k] = X entonces devolver Ind:= k;
sino
si T[k]l<X entonces BUSQ DICO(T[k+1..j], X, Ind);
sino BUSQ_DICO(T[i..k—l], X, Ind);
fin si;
fin si;
sino si i=j vy también T[i] = X
entonces devolver Ind:= i;
sino devolver Ind:= 0;
fin si;
fin si;
fin proc;

Considérense dos implementaciones distintas del mismo algoritmo, en las cuales en
una el paso de parametros se realiza por referencia y en la otra por copia (o valor)
(Habria alguna diferencia en la eficacia temporal entre esas dos implementaciones?

b) En el Mergesort, ;habria alguna diferencia en la eficacia temporal entre las dos
posibilidades de paso de parametro antes mencionadas?

28. Sea F(x) una funcién monotona decreciente y sea N el mayor entero que cumple F(N)
> (. Asumiendo que N existe, un algoritmo para determinar dicho N es el siguiente:

I:=0;
while F
I:=1
end loop
N = I-1;

—

I)e0 1loop

+
[

f(x)

No obstante, esta solucion tiene complejidad O(N). Escribase un algoritmo cuyo
comportamiento asintdtico sea mejor en funcion de N.

29. Sea una red internacional de n ordenadores. Cada ordenador X puede comunicarse con
cada uno de sus vecinos Y al precio de 1 dobléon por comunicacion. A través de las
conexiones de Y y subsiguientes, X puede comunicarse con el resto de ordenadores de
la red pagando a cada ordenador que utilice para la conexion el doblon

correspondiente.



Describe un algoritmo que calcule la tabla PRECIO(1..n) tal que PRECIO(i) es el
nimero minimo de doblones que le cuesta al ordenador 1 establecer una conexion con
el ordenador i

30. Dado el siguiente grafo:

(a) Escribe, en orden de seleccion, las aristas seleccionadas por el algoritmo de
Prim sobre ese grafo.

(b) Lo mismo que el apartado (a) pero con el algoritmo de Kruskal.

31. Supodngase que un grafo tiene exactamente 2 aristas que tienen el mismo peso.

(a) (Construye el algoritmo de Prim el mismo arbol de expansion minimo,
independientemente de cual de esas aristas sea seleccionada antes?

(b) Lo mismo que el apartado (a) pero con el algoritmo de Kruskal.

32. Estudiese el siguiente algoritmo para calcular las componentes conexas de un grafo no
dirigido G=(VERTICES, ARISTAS) usando la estructura de particion:

proc COMPONENTES CONEXAS (G)
-- Inicializacion de la particion
para cada vértice v € VERTICES hacer Crear Parte(v) fin para;
para cada arista (x,y) € ARISTAS hacer

si BUSCAR (x) # BUSCAR(y)
entonces UNIR(ETIQUETA(x), ETIQUETA(y))
fin si;
fin para;
fin proc;

Si G tiene K componentes conexas, ;cuantas operaciones BUSCAR se realizan?
(Cuantas operaciones UNIR se realizan? Exprésese el resultado en términos de
IVERTICES|, [ARISTAS| y K.

10



33. Dado un grafo G no dirigido, el algoritmo de Kruskal determina el arbol de expansion
minimo de G empleando para ello la estructura particion UNION-FIND. El método
comienza ordenando el conjunto de aristas del grafo en orden creciente segin sus
pesos, para pasar a continuacion a tratar una a una estas aristas. Analicese una nueva
version de dicho algoritmo en la cual se emplea un monticulo (heap) para almacenar
las aristas, y de donde se iran cogiendo una a una para ser tratadas de la misma forma
que en la version original. Escribase el algoritmo y calctilese su orden en el caso peor.

34. Considérese la informacion registrada en una agencia de viajes referente a los vuelos
existentes entre todos los aeropuertos del mundo. Supongamos que toda conexion
aérea es de ida y vuelta. Queremos resolver el siguiente problema: Dados los
aeropuertos A y B ;Cual es el minimo niimero de transbordos en un viaje aéreo de A a
B?

(a) De los algoritmos de recorrido de grafos conocidos, cudl elegirias para
resolver este problema y por qué. Indica cual seria la modificacion pertinente
del algoritmo elegido.

(b) (Cual es la complejidad temporal de cada uno de los algoritmos sobre grafos
que conoces que resuelvan este problema?

(c) En conclusion, cual de ellos elegirias y por qué.

35.- Supongamos que tenemos un algoritmo CAM(G,v) que, dado un grafo G con pesos no
negativos asociados a las aristas y un vértice v del mismo, nos devuelve las distancias
minimas para ir de v al resto de vértices del grafo G. ;Es cierto CAM(G,v)=
CAM(KRUSKAL(G),v)? Recuérdese que KRUSKAL(G) es un arbol de expansion
minimo de G.

36. Tras haber visto el algoritmo de Dijkstra, el cual dado un grafo dirigido determina los
costes de los caminos minimos desde un vértice al resto, se pide modificar dicho
algoritmo preservando el orden de manera que:

(a) calcule ademas el NUMERO de caminos minimos y
(b) calcule lo suficiente para reconstruir esos caminos minimos.
Justificar las respuestas.

[Pista:

Para que el algoritmo de Dijkstra original, ademas de determinar los costes de los
caminos minimos, calcule los propios caminos (secuencias de vértices), basta con
afadirle otra tabla CAMINOS(1..n) que acumule dichos caminos de la siguiente
forma: En CAMINOS(x) se registra la lista de vértices que preceden inmediatamente
al vértice x en caminos minimos de 1 a x. Por ejemplo si CAMINOS(x) = [x1, x2, x3]

11



37.

38.

39.

40.

41.-

esto significa que (x1, x), (x2, x) y (x3, X) son ultimas aristas respectivas de caminos
minimos distintos de 1 a x.]

El problema de encontrar un subconjunto T de aristas de un grafo conexo G de manera
que todos los vértices del grafo queden conectados empleando tan solo las aristas de T,
y la suma de los pesos de las aristas de T sea la menor posible sigue teniendo sentido
aun cuando el grafo G tenga aristas con pesos negativos. Sin embargo, la solucion
puede que ya no sea un arbol. Adaptese el algoritmo de Kruskal para que trabaje con
grafos cuyas aristas pueden tener pesos negativos.

Sea un grafo dirigido aciclico con pesos no negativos en los arcos. Queremos un
algoritmo que calcule la maxima distancia de un vértice origen a cada uno de los
demas vértices. ;Seria correcto un algoritmo voraz con la seleccién voraz siguiente?:
Sea S el conjunto de vértices seleccionados (inicialmente S= {Origen}). Seleccionar el
vértice v S cuyo camino especial sea de longitud méxima.

(La nocién de camino especial es la analoga a la usada en el algoritmo de Dijkstra de
calculo de caminos minimos.)

Sea un grafo dirigido con pesos mayores o iguales que cero en los arcos.

En el algoritmo de Dijkstra, sea w un nodo fuera del conjunto de seleccionados S tras
haber afiadido un nuevo nodo v a S. ;Es posible que algiin camino especial minimo del
origen a w pase por vy después por algin otro nodo de S? La respuesta debe quedar
justificada matematicamente.

Escriba y analice un algoritmo que, dado un arbol T, determine la profundidad K con
el maximo numero de nodos de T. Si hubiera varias de esas profundidades,
determinese la mayor.

Sea la funcién recursiva
0 sim=0

f(n,m)=1n sim=1
fln,|—= [|+1f|n,|— sim>1
2 2

(a) Es evidente que un programa recursivo ingenuo que calcule f{n,m) repetira
calculos. Al efecto de evitar estos calculos redundantes, escribe el programa
que calcula dicha funciéon empleando para su disefio la técnica de
programacion dinadmica.

e Utilizando funciones con memoria.

12



e Utilizando una solucion iterativa.

(b) Analiza la complejidad de las soluciones del apartado anterior. ;Encuentras
alguna diferencia en el nimero de sumas a realizar?

L oas , oy . 2 n—1
42. ;Qué técnica usarias para escribir un programa eficiente que calcule fin) =n+— X f(i)
nj=]

siendo f(1)=1? Justifica brevemente de qué orden seria ese programa.

43.- Sea A: array (1..n) of integer con n>0, y sea la funcion

function SUMA? (A(1l..i)) return boolean is
-1>0
if i=1 A A(1)#0 then return false;
elsif A(i)=suma(A(1l..i-1)) then return true;

else return SUMA? (A(1..i-1));

siendo
function suma (A(l..k)) return integer is
s:integer:=0;
for j:=1 to k loop s:=s+A(j) end loop
return s;

La evaluacion de SUMA?(A(1..n)) devuelve un valor booleano que indica si alguno de
los elementos del vector A(1..n) coincide con la suma de todos los elementos que le
preceden. Analice la eficiencia de esta evaluacion.

Utilice otra técnica para escribir un programa que resuelva el problema de un modo
mas eficiente. Analice la eficiencia de su propuesta.

44.- Disefa y analiza un algoritmo que calcule la clausura transitiva R de una relacion
binaria R. Dada una relacion binaria R, xRy < xRy v ( Jz. xRz A zRy)

45. Describe un algoritmo de programacion dinamica para el problema de seleccion de
actividades: Subconjunto de maxima cardinalidad de los intervalos [si,fj) 1 <i1<n,y

sin solapamientos dos a dos. Se basara en el célculo iterativo de NUM; para i=1,2,...,n
donde NUM;j es el maximo numero de actividades mutuamente compatibles del

conjunto de actividades {1,2,..,i}. Supéngase que la entrada viene ordenada
ascendentemente segin los tiempos de finalizacion: f] <7 <..<fj

Compara el tiempo que necesita este algoritmo frente al de la solucién voraz:
Selecciona el que antes termine y no se solape con los ya seleccionados.
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46.

47.

48.

Tenemos n objetos de pesos p1,....pn Y valores v1,...,vy y una mochila de capacidad

C. Escriba y analice un algoritmo que determine un subconjunto de objetos cuyo peso
total no exceda la capacidad de la mochila y cuyo valor total sea maximal. Todas las
cantidades C, vj y pi para i=1,...,n son numeros naturales.

(No interesan soluciones que empleen el esquema de Backtracking.)

Dadas n clases de monedas v1,v2,...,vpn y sabiendo que de cada clase se disponen de

tantas monedas como se precisen, escribase un algoritmo que determine cuantas
combinaciones distintas de monedas hay para devolver una cierta cantidad C.

Ej.: Si las clases de monedas fueran: vi=25, v2 =50, v3=75y v4 =100

Cantidad | Combinaciones distintas
100 5 formas: 25+75, 2 %50, 100, 4%25, 50+ 2 *25
116 0, no hay ninguna combinacién

Observacion: La combinacién 25+75 es la misma que 75+25 y por ello es una tUnica
combinacion a considerar.

Una subsecuencia de una secuencia S se obtiene retirando de S cualquier numero de
elementos de cualesquiera posiciones. Por ejemplo: acxb es una subsecuencia de
bbacabxxb.

La funcion recursiva f siguiente define (por casos) una subsecuencia comun de
longitud maximal de dos secuencias:

f(R,e)=¢

f(e,S)=¢

f(a*R, a*S)=a+f(R, S)

f(a*R, beS)= la de mayor longitud entre f(R, beS) y f(a*R, S), (a#b)

Por ejemplo:
f(promotor, prometedor)=promtor,
f(aturdido, tranquilo)= trio,
f(s1, no)=¢.
Disefia un algoritmo, utilizando la técnica de programacién dindmica (sin usar

funciones con memoria), que calcule la longitud de la subsecuencia f(R, S). ;De qué
orden es el tiempo y espacio empleado por tu solucion?

14



49. Sea G=(V,A) un grafo orientado con pesos no negativos en los arcos y| V |=n.SeaL
la matriz de adyacencia que lo representa. Queremos calcular la distancia minima entre
cada par de vértices i,j € V, usando la siguiente férmula:

Dj = distancia minima de i a j cuando podemos dar, a lo sumo, p pasos.

Tenemos los valores basicos Dj = L; y para todos los i yj buscamos D~ sabiendo

que D} se define recursivamente: Df = miny adyacente a i {D,,’-”I,Lik +Df }

Resuelve el problema expuesto empleando la técnica de la programacion dindmica (sin
funciones con memoria), la cual debera recoger la definicion recursiva arriba expuesta;
es decir, se pide:

(a) determinar la estructura de almacenamiento de las soluciones parciales que se
va a emplear: vector o matriz, cada posicion de la estructura qué recoge o
representa, cudl es la inicializacion de la estructura, como se ird rellenando,
donde esta la solucion.

(b) algoritmo iterativo que calcula la definicion recursiva sobre la estructura
escogida y descrita en el apartado (a).

(c) analisis del orden del coste temporal y espacial: O(T(n)) y O(MEE(n)).

50.- Sea el siguiente programa, con X ¢ Y ntimeros positivos:

function PRINCIPAL (Num: positive) return real is
Tabla: array (integer range 1.. Num)

of real:= (1=>X; 2=>Y; others=>0) ;

function AUX (Num: natural) return real is
begin

if Tabla (Num-1)=0

then Tabla (Num-1) := AUX (Num-1) ;

end if;

if Tabla (Num-2)=0

then Tabla (Num-2) := AUX (Num-2) ;

end if;

Tabla (Num) := (Tabla (Num-1)+Tabla (Num-2)) / 2
end AUX;

begin
if Num<2 then return Tabla (Num) ;
else return AUX (Num) ;
end if;

end PRINCIPAL;

(a) Define la funcioén que calcula PRINCIPAL(n).

(b) Indica qué técnica se ha usado en el disefio del programa anterior.

(c) Analiza el tiempo de ejecucion de PRINCIPAL(n).

(d) ¢Usarias este algoritmo si como datos de entrada tuviéramos X=1 e Y=1?
(Por qué?
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51.- Escribe un programa que decida si un natural dado N es producto de tres naturales
consecutivos y cuyo orden temporal sea o(n). Calcula su orden temporal.

52. Es conocido que la version clésica del algoritmo QuickSort(T(1..n)) es de @(nz) en el
caso peor. Usando los siguientes algoritmos, ambos de ®(n) en el caso peor:
Mediana(T(1..n), M) que calcula la mediana M del vector de enteros T(1..n) y
Clasificar(T(1..n), P) que permuta los elementos de T(1..n) de manera que, al final:

si T(1)<P y T(j)=P entonces i<j
si T(j)=P y T(k)>P entonces j<k

escribe y analiza otra version de QuickSort(T(1..n)) cuya complejidad temporal sea
o(n2) en el caso peor.

53. El algoritmo de Floyd calcula la distancia minima entre cada par de nodos de un grafo
orientado con pesos no negativos asociados a los arcos. Modificalo para que ademas
calcule el nimero de caminos con distancia minima que hay entre cada par de nodos.

54. Imagina un robot situado sobre unos railes sin fin, con posibilidad de movimiento de
un paso a derecha o izquierda con actualizar(situacion, sentido) y con posibilidad de
advertir la presencia de un objeto buscado con esta en(situacion). El siguiente
algoritmo mueve “pendularmente” al robot en busca del objeto citado, partiendo del
origen 0.

limite:= 1
sentido:= derecha
loop
situacion:= 0
while situacion<limite loop
actualizar (situacion, sentido)
if esta en(situacion)
then return (situacion, sentido)
end if
end loop
sentido:= cambiar (sentido)
for i in 1..limite loop
actualizar (situacion, sentido)
end loop
limite:= 2*limite
end loop

Sabiendo que el objeto sera encontrado, analiza el nimero de veces que se realizara la
operacion actualizar(situacion, sentido) en funcion de la distancia del objeto al origen.

55.- ;Cuantos arboles binarios distintos se pueden formar con n nodos? Sea C(n) ese
numero.
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Sabemos que C(0)=1 -el arbol vacio-, C(1)=1 -un arbol con sélo raiz- y C(2)= 2 los

arboles:

Puedes dibujar los arboles para calcular C(3) y C(4).

(a) Encuentra una definicion recursiva para calcular C(n) considerando el

siguiente diagrama:
(1

Puedes comprobarla con tus dibujos para n=3,4.

(b) Escribe el algoritmo que calcule C(n) siguiendo tu recurrencia con la técnica
de Programacion Dinamica e indica su complejidad.

56. Escribe la recurrencia que sirve de fundamento para la aplicacion de la técnica de

programaciéon dindmica al problema de minimizacién del numero de productos
escalares en la multiplicacion de una serie de matrices AjA;...A,,.
El algoritmo que resuelve este problema calcula una tabla factor(l..n,1..n) tal que
factor(i,j)=k si la factorizacion Optima es (A;...Ax)(Ax+i...Aj). Escribe y analiza un
algoritmo que, a partir de factor(l..n,1..n), imprima la parentizacién Optima del
producto AjA;...A,.

57. Di de qué orden es la siguiente recurrencia:

(1 n<4

T(n)z%T(£)+ n+l n>4

4

58. Es conocido que O(n) = O(n* Ign) = O(n * +n )C O(n2 = O(n3). Clasifica O(T(n)) en esa
cadena de inclusiones siendo:

(1 n<l

n) = . (n
T(m) %L4*TK—3)+n n>1

Tal vez te resulte 1til saber que: fog34=126184
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59.

60.

61.

Escribe un algoritmo que dados un vector de n enteros y un entero X, determine si
existen en el vector dos numeros cuya suma sea X. El tiempo de tu algoritmo debe ser
de O(n*Ign). Analiza tu algoritmo y demuestra que es asi.

El cuadrado de un grafo dirigido G = (V, A) es el grafo G* = (V, B) tal que (u, w) €B
si y s6lo si para algin ve V tenemos que (u, V)EA y (v, w)e A. Es decir, G* tiene un
arco de u a w cuando G tiene un camino de longitud (exactamente) 2 de u a w.
Describe algoritmos eficientes que calculen G” a partir de G para las dos
representaciones conocidas: matriz de adyacencia y lista de adyacencias. Analiza el
tiempo de tus algoritmos.

Dado un grafo dirigido, llamamos anillo a una serie de tres 0 més nodos conectados en
forma de ciclo en los dos sentidos. Por ejemplo, en el grafo dirigido de la figura

L@é\

se ha destacado el unico anillo que contiene. Inspirandote en el método del recorrido
en profundidad, disefia y analiza un algoritmo eficiente que indique si un grafo
dirigido contiene o no al menos un anillo.

62. Recuerda que Fib(0) =0, Fib(1) = 1 y Fib(n) = Fib(n-1) + Fib(n-2) para n>2.

1. Supén que el coste de sumar, restar y multiplicar dos ntmeros es O(1),
independientemente del tamafio de los nimeros.
Escribe y analiza un algoritmo que calcule Fib(n) en tiempo O(n).

2. Escribe y analiza otro algoritmo que calcule Fib(n) en tiempo O(lgn) usando suma
y multiplicacion.

. .. . . 0 1 fib 1
(Ayuda: Considera la siguiente matriz y sus potencias: (1 J = (flib;) J )
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3. Supodn ahora que para sumar dos ntimeros de 3 bits se necesita un tiempo en O(p3)
y que para multiplicarlos necesitamos tiempo en O(B?).

Analiza tu algoritmo del apartado (4.1) tomando el nimero de bits como tamafio de la
entrada y considerando el correspondiente coste de las operaciones aritméticas.

n
Recuerda que Fib(n) = ( 1 +2£) )

63. Dada una cantidad M ;cual es el maximo niimero X, con X<M, que podemos calcular
a partir de una cantidad inicial C y aplicando repetidamente las operaciones *2, *3,
*5?7 Emplea la técnica de la programacion dindmica para determinar dicho numero X y
analiza el orden del algoritmo propuesto.

64.
1. Justifica que el algoritmo tipico que usas para multiplicar dos niumeros enteros A y B
realiza O(m*n) multiplicaciones elementales y O(m*n) sumas elementales, siendo m
y n el numero de digitos de A y B respectivamente. (Llamamos elemental a la
multiplicacion (resp. suma) de dos digitos decimales.)

2. En realidad, las operaciones Ax10, L B/10 y B mod 10 pueden considerarse de O(1)
(consiste simplemente en afiadir, eliminar o seleccionar una cifra decimal). Por tanto
para realizarlas no necesitamos multiplicaciones ni sumas. Analiza el niimero de
multiplicaciones elementales (resp. el nimero de sumas elementales) que se realizan
con el siguiente algoritmo de multiplicacion:

funcidén Multiplicar (A,B)
si B=0 entonces resultado 0

sino resultado A* (B mod 10)+Multiplicar (Ax10, LB/lOD

donde + y * son las operaciones de suma y multiplicacion tipicas consideradas en el
apartado (4.1). Fijate que las operaciones “x10”, “*”)y “Multiplicar” son tres
operaciones diferentes.

65. Supongamos n clases de monedas. La moneda de clase i (para cada i=1..n) es de valor
v; y tenemos exactamente ¢; monedas de esa clase. Escribe y analiza un algoritmo que
determine de cudntas formas distintas podemos sumar un valor M con esas monedas.

Ej.: Si las clases de monedas fueran dos con las siguientes cantidades:
v1=25,c1=10; v2=100,c2=2

Valor | Formas distintas
250 3 formas: 2*100 + 2*25, 1100 + 6*25, 10*25
300 2 formas: 2*100 + 4*25, 1%100 + 8*25

La combinacién 25+100 es la misma que 100+25, y por ello es una tnica a considerar.
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66. Una expresion aritmética puede representarse mediante un DAG (gafo dirigido
aciclico). Esta representacion es mds compacta que la de arbol, porque las
subexpresiones repetidas solo tienen que aparecer una vez. Por ejemplo, la expresion
2+3*4+(3*4)/5 podria representarse mediante el DAG de la figura. Cada operador (o
nodo interno) tiene exactamente dos operandos (o arcos). Escribe y analiza un
algoritmo lineal en el nimero de nodos que evalte la expresion aritmética dada por un
DAG de estas caracteristicas.
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PARTE II: Soluciones

1. Supuesto que Vn>ng f(n)>g(n)=0 y que f(n),g(n) € O(h(n)), ;qué puedes decir del
orden de f(n)-g(n)?

a )
Sin conocer la definicion de las funciones, todos los comentarios han de ser hipotéticos.
Si existieran los limites siguientes
fn) _
h(n)
e Lim,_,., £ =b
h(n)

e Lim,_,,

Obsérvese que:
L fin)-gm) . fm) . g
m, ,,———— =Lim, . —Lim, _,.,
h(n) h(n) h(n)
1) a=b = f(n)-g(n) € O(h(n))
2) a>b = f(n)-g(n) € O(h(n))

= a-b pudiendo concluir ahora:

Pero obsérvese el ejemplo siguiente: si f(n)=2"+2 y g(n)= 2"+(-1)" entonces f(n)-g(n) €
O(1); y si sustituimos en f(n) el 2 por una funciéon p(n) € o(f(n)) entonces f(n)-g(n) €
O(p(n)).

2. Demuestra que Va,b (a,b>1 = Ig,; n € O(Igp n)).
Si a#b, ;es cierto 2lgan ¢ @(ZIgb o

ok
Inn
1 | , .
a) Lim 022" = Limp_seo lln a_ 22 R* yaqueab>l.Y de aqui tenemos directamente
lg pyn nn  Jna
Inb

O(lgg n)=0 (Igy n)

b) Contraejemplo: a=2 y b=4 puesto que g2 Ny ¢ @(2lg4 M= 9(2'% " Y= 0(+h)

3. Justifica si son ciertas o falsas las afirmaciones siguientes, siendo f(n) y h(n) funciones
de coste resultantes de analizar algoritmos:

(2) O(f(n)) = O(h(n)) = O(Igf(n)) = O(lgh(n))
(b) O(lgf(n)) = O(lgh(n)) = O(f(n)) = O(h(n))

a
(@) O(f(n)) = O(h(n)) = O(lg f(n)) = O(Ig h(n))
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Justificamos O(lg f(n)) < O(lg h(n)) y la inclusién inversa es analoga

g(n) € O(lg f(n))
= JkeR" noeN Vn=n0 g(n) <k lg f(n)

= JkeR" noeN Vn=n0 g(n) <k lg f(n) <k g (c h(n)) por hipotesis

= JkeR" noeN Vn=n0 g(n)<klgc+klgh(n)

= JkeR" noeN Vn=n0 g(n) < (1+k) Ig h(n) [*]
[*] Vn=nl siendonle N t.q.klgc<lgh(n)

= g(n) € O(lg h(n))

(b) La implicacion es falsa. Contragjemplo: f(n)=2" y h(n)=3"

4. Seat(n) el nimero de lineas generadas por una realizacion del procedimiento G(n).

procedure G ( x: in INTEGER) is
begin
for I in 1..x loop
for J in 1..I loop
PUT_LINE(I,J,X);
end loop;
end loop;
if x>0 then
for I in 1..4 loop
G(x div 2);
end loop;
end if;
end G;

Calcula el orden exacto de la funcion t(n).

a )
T(n)=n° de lineas escritas por el algoritmo:

T(0)=0
T()=1
T(n)y= > D 1+4T(n/2)= Y i+4T(n/2)

i=1 j=1

Puesto que nos piden calcular el orden del algoritmo y no el n° exacto de lineas que
escribe, calcularemos el orden de la siguiente funcidon f(n) cuyo orden es el mismo que el

de T(n):

f1) = a

f(n) = n2+4(n/2)
n2+ 4 ((/2)2+ 4 f(n/2) ) = 2n2 + 42 f(n/22)
202 + 42 (0222 + 4 f(n/23) ) = 3n2 + 43 f(n/23)

... = in2+4i f(n/2}) tras i pasos: n=2i; i=Ign; n2=4i
n?2lgn+n2f(l)=n2lgn+n2a; € ©(n2lgn)
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5. Un natural n>1 es triangular si es la suma de una sucesion ascendente no nula de
naturales consecutivos que comienza en 1. (Por tanto, los cinco primeros numeros
triangulares son 1, 3=1+2, 6=1+2+3, 10=1+2+3+4, 15=1+2+3+4+5.)

(a) Escribe un programa que, dado un entero positivo n=1, decida si éste es un
nimero triangular con eficiencia incluida en O(n) y empleando un espacio
extra de memoria constante.

(b) Analiza tu programa.

La)
Para comprobar que un nimero N es triangular podemos ir calculando uno a uno y
ordenadamente por su valor los nimeros triangulares. En cada paso:
1) generaremos el siguiente niumero triangular, NT.
2) si NT=N, habremos acabado con éxito;
si no si NT>N, habremos terminado con fracaso;
si no sucede que NT<N y N aun puede ser un numero triangular y se procede
como en el paso 1).

function TRIANGULAR? (N: positive) return boolean is
NT:positive:=1; Ultimo Sumando:=1;
begin
while NT<N loop
Ultimo Sumando:= Ultimo_ Sumando + 1;
NT:= NT + Ultimo Sumando;
end loop;
return (NT=N) ;
end function TRIANGULAR?;

Las operaciones del bucle requieren tiempo constante y €ste se realiza hasta que NT es
igual o mayor que N. Esto es, el nuimero de veces que se realiza este bucle es igual al
numero de sumandos que tiene la sucesion ascendente no nula de naturales consecutivos

K
. 1+ K)K
que comienza en 1 y cuya suma es N=Zi:¥

i=1
ecuacion K*+K-2N=0, obtenemos el orden del nimero de veces que se ejecuta el bucle:

. Asi pues, si despejamos K de la

@(\/N ), tanto si consideramos que hemos salido del bucle con éxito como con fracaso.

Observacion: si se ha salido del bucle por NT>N eso significa que en la iteracion anterior
NT atn era menor que N y tras realizar una suma mas ha sucedido NT>N, pero el orden
algoritmo sigue siendo el mismo.

Con respecto al espacio de memoria extra empleado, puesto que tan s6lo se han empleado
dos variables locales (NT y Ultimo Sumando), es de tamafio constante es O(1).

6. Supongamos que cada noche disponemos de una hora de CPU para ejecutar cierto
programa y que con esa hora tenemos suficiente tiempo para ejecutar un programa con
una entrada, a lo sumo, de tamafio n= 1 000 000. Pero el centro de calculo tras una
reasignacion de tiempos decide asignarnos 3 horas diarias de CPU. Ahora, ;cudl es el
mayor tamafio de entrada que podra gestionar nuestro programa, si su complejidad
T(n) fuera (para alguna constante k;)?
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(@) kin
(b) ko n?
(C) k3 10"

La)

T(n) representa el tiempo para procesar entradas de tamafio n.

Para determinar el tamafio de entrada mas grande que va a poder gestionar la nueva
maquina, basta con despejar n de las respectivas inecuaciones

Ti(n) < Ti(1 000 000) x 3

(a) Ty(n) < Ty(1 000 000) x 3
k;n<k; 1000000x3=3k;10° = n<310°

(b) To(n) < Ta(1 000 000) x 3
k> n? <k, (1 000 000)*x 3 =3 k, 10"* =  n<+310°

(¢) Ts(n) < T3(1 000 000) x 3
k; 10"<k; 10)'0 x 3 = n<lg;o3 + 10°

7. Supongamos que cada noche disponemos de una hora de CPU para ejecutar cierto
programa y que con esa hora tenemos suficiente tiempo para ejecutar un programa con
una entrada, a lo sumo, de tamafio n=1 000 000. En esta situacion nuestro jefe compra
una maquina 100 veces mas rapida que la vieja. Ahora ;cudl es el mayor tamafio de
entrada que podrd gestionar nuestro programa en una hora, si su complejidad T(n)
fuera (para alguna constante k;)?

(@) kin
(b) ko n?
(C) k3 10"

La)

El tiempo t(n) se divide ahora por 100, y el tiempo de que disponemos es t(10°)

Luego, para determinar el tamafo de entrada mas grande que va a poder gestionar la nueva
maquina, basta con despejar n de las respectivas inecuaciones

(Ti(n)/100) < Ti(1 000 000)
(a) Ty(n) < T1(1 000 000) x 100
k; n<k; 1000 000x 100 =k; 108
n<10®
(b) To(n) < Ta(1 000 000) x 100

k> n* <k; (1 000 000)*x 100 =k, 10"
n< 10’
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(c) Ts(n) < T5(1 000 000) x 100
ks 10" < ks (10)'%" x (10)2

10" < (10)!”" x (102 = (10)!¢" 2
n< 1000 002

Interpretacion de los resultados: cuanto mas eficiente sea el algoritmo, al aumentar la
potencia del ordenador, la ganancia en n° de operaciones que se podran realizar en el
mismo tiempo es mayor. Asi, mientras en el caso lineal (a) se observa que de n=10° se pasa
a poder resolver instancias con tamafio n=10%, en el caso cuadratico (b) la ganancia es
menor, de n=10°a n=10" ; finalmente observamos que en el caso (c) la ganancia es minima,
de n=10°a n=10°+2.

8. Escribe un algoritmo que calcule los valores méximo y minimo de un vector con n
valores realizando para ello menos de (3#/2) comparaciones entre dichos valores.
Demuéstrese que la solucion propuesta realiza menos comparaciones que las
mencionadas.

procedure MAX MIN (B: in Vector, MAX, MIN: out Valor) is
MAX1,MAX2, MIN1,MIN2: Valor;
MID: Indice:= B’First+ (B’Last-B’First) div 2;
begin
if B’Length<=2 then
if B(B'First)e B(B'Last)
then MAX:=B(B’Last); MIN:=B(B’'First) ;
else MAX:=B(B'First); MIN:=B(B’Last) ;

end if;
else
MAX MIN (B(B'First,MID) ,MAX1,MIN1) ;
MAX MIN (B(MID,B'Last),MAX2,MIN2) ;
if MAX1>MAX2 then MAX:= MAX1 else MAX:=MAX2;
if MIN1<MIN2 then MIN:= MIN1 else MIN:=MIN2;
end if;
end;

El nimero de comparaciones entre elementos del vector que realiza el algoritmo Max Min
propuesto se recoge en la siguiente ecuacion de recurrencia: Suponiendo que n es potencia
de 2

1 sin<?2
T(n)= ZT(%J +2 sin>2

El nimero total concreto se obtiene facilmente expandiendo dicha ecuacion:

n i n d n n i
T =2T(—)+2=...=2‘T(—.)+ 2 —=2; —=2
=213 2 Z? T
Luego:
i 2% -2 q 3
Tn)=2' l+———=—+n-2==n-2
1 2 2

Asi pues, el nimero de comparaciones entre valores del vector realizadas por la solucion
propuesta es menor a (3/2 n).
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9. Resuélvase la siguiente ecuacion de recurrencia. ;De qué orden es?
(a n=1

T(n) = 4ZT(E) +1lgn n>1
U \4

a )
T(n) =2T(mMA4)+lgn
=2 (2 T(n/4%) 1g(n/4))+Hgn =2 T(n/4%) + 2 Ig(n/4) + Ign
2> QT(/4)+ g (0/47) + 2 Ig(n/4) + Ign = 2° T(n/4°) + 2° 1g (n/4°) + 2 Ig(n/4) + 1gn
= ... =2'T(/4) + 2" 1g (n/4™") + ... +2* 1g (n/4*) + 2 Ig(n/4) + Ign
= 2'T(n/4) + 121 zklg(%j =2'T(0/4") + 1gn lzlzk - lzlzk g 4F
k=0 4 k=0 k=0
. puesto que todos los logaritmos son del mismo orden, tomaremos
logaritmos en base 4.
o n=4'; lg,n=i; ¥nh =2'
_ i-1 i1
=2'T(1) + Iggn 2% - Y k2K
k=0 k=0
=2'1+1g,n(2'-1)-(i-2)2'-2=3 +n - lg,n -2 e ©(¥n)

10. Calcula el orden temporal de los siguientes programas:

(a) function total (n:positivo)
if n=1 then 1 else total(n-1) + 2 * parcial(n-1)

siendo
function parcial (m:positivo)
if m=1 then 1 else 2 * parcial(m-1)

(b) function total(n,m:positivo)
if n=1 then m else m + total (n-1, 2 * m)

ok
(a) Tparcial(m): b + Tparcial(m'l) (S @ (m)
Ttotal(n) =a+ Tiotal (1’1-1) + Tparcial(n'l)
=a+0(n) + T (n-1) €O (n%)

(b) Obsérvese que el tamafio del argumento m no afecta si consideramos elemental la
operacion producto.
Tiotar(n) =cl sin=1
= 2+ Tiota(n-1) c.c
Por el método de expasion facilmente se obtiene: Tiyi(n) € © (n)
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11. EI siguiente algoritmo es utilizado por muchos editores de texto. Busca la primera
aparicion de un string (esto es, de un array de caracteres B(1..m) en el string A(1..n) ),
devolviendo el indice de A donde comienza B, si procede. El valor Limite=n-m+1
es la posicion mas a la derecha en A donde podria comenzar B.

procedure StringSearch (A,B: in String; Hallado: out boolean;
Comienzo: out Indice) is

N:= A'Length; Encontrado:= false; I, J : Indice;
M:= B'Length; Limite:= n-m+1; Com:= A'First;
begin

while not Encontrado and (Com £ Limite) loop
I:= Com; J:= B'First;

while J/= M+l and then (A(i)=B(j)) loop
I:= I+1; J:=J0+1;
end loop;
Encontrado:= (J=M+1) ;
if not Encontrado then Com:= Com+1l; end if;
end loop;

Hallado:= Encontrado;
Comienzo:= Com;
end StringSearch;

(Cuantas veces se ejecuta la comparacion A(i)=B(j) en el peor caso? ;Qué
entradas dan lugar al peor caso? Obsérvese que, usando el lenguaje de programacion
Ada, el test s0lo se comprueba una vez que es cierta la condicion J/= M+1.

La)

La secuencia B de caracteres puede comenzar en A en (n-m+1) posiciones distintas,
ocurriendo el caso peor cuando B se compara completamente (los m caracteres de B) a
partir de cada una de ellas. Esto requerira en el peor caso ((n-m+1) m) comparaciones entre
caracteres de A y de B.

Las entradas que dan lugar al peor caso son:
Vi,j (151,j<n = A(1) = A(j)) A Vk, Vj (1k<m-1 A 15j<n = B(k)= A(j) ) A B(m)#A(1)

Un caso concreto seria, por ejemplo, A(1..7)=aaaaaaa y B(1..3)=aab

12. Para ordenar el vector de n elementos <e{, €2, ...,en> se utiliza una estrategia analoga

al Mergesort pero dividiendo el vector en n/2 trozos de tamafio 2 y generalizando el
Merge a n/2 secuencias.

e escribase la funcién de eficiencia temporal justificando cada uno de los
sumandos de la misma, y

e determinese el orden.
#o;

Sea t(n) la funcion de eficiencia temporal del algoritmo que sigue la estrategia marcada por
el enunciado.
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La parte recurrente de esta funcion debe considerar los sumandos siguientes:

(a) Para resolver n/2 trozos de tamafio 2: (n/2)*t(2).

(b) Para la division del problema de tamaifio n en n/2 subproblemas de tamafio 2: O(n).

(c) Para la mezcla de los n/2 trozos en un vector de tamafio n:
Siguiendo la analogia con el Mergesort clasico, debemos calcular -en cada
iteracion- el minimo de n/2 elementos (los que estan al frente de los n/2 trozos
ordenados), ese calculo es de O(n) si lo realizamos con el algoritmo trivial, y
como hay que realizar O(n) iteraciones de esas, el resultado es o(n).

En resumen, y simplificando los sumandos; t(n)e O(nz).

Observacion importante: El sumando (c) puede mejorarse hasta O(n Ign) si para calcular el
minimo de los elementos correspondientes utilizamos una estructura de monticulo.

13. Dado el algoritmo siguiente, que determina si una cadena C es palindromo:

funcidén PAL (C, i, j) devuelve booleano
if i>j then devuelve cierto

elsif C(i)#C(j) then devuelve falso
else devuelve PAL(C, i+1, j-1)

Analiza la evaluacion de PAL(C, 1, n) en el caso peor y en el caso medio, suponiendo
equiprobabilidad de todas las entradas y siendo {a, b} el alfabeto que forma las
cadenas.

La)

Sea n=j-i+1 el tamafio de la cadena. Estudiaremos, como operacidén caracteristica, el
numero de comparaciones entre componentes (C(1)#C(j)). Es facil ver que, en el caso peor,
ese numero viene dado por la funcion siguiente:

si n<1
f(n):{+f(n—2) sin>l
que resolviendo por expansion resulta ser f(n)= BJ .
En el caso medio, la equiprobabilidad de las entradas hace que la probabilidad de que los
extremos sean distintos es % ya que el alfabeto es {a,b}, y en ese caso el nimero de

. . . .- 1
comparaciones que se realizan es 1; en caso de que sean iguales - cuya probabilidad es 3"

se produciran el nimero promedio de comparaciones para una cadena de tamano (n-2) mas
1. Es decir:

0 sin<1
t(n) = +—O+Kn 2)) sin>1

t(n)= 1+—t(n 2)=..= i +— t(n—2i) que cuando i 1—5 resulta t(n)= 2 -

2
"
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14. Para resolver cierto problema se dispone de un algoritmo trivial cuyo tiempo de

ejecucion t(n) -para problemas de tamafio n- es cuadratico (i.e. t(n)e G)(n2)). Se ha
encontrado una estrategia Divide y Vencerds para resolver el mismo problema; dicha
estrategia realiza D(n)= n log n operaciones para dividir el problema en dos
subproblemas de tamafio mitad y C(n)= n log n operaciones para componer una
solucion del original con la solucion de dichos subproblemas. ;Es la estrategia Divide

#9;

y Vencerds mas eficiente que la empleada en el algoritmo trivial?

La ecuaciodn de recurrencia que recoge el tiempo que precisa el algoritmo nuevo es:

si n<1

a
Tm):{2T®6)+2ngn si n>1
Resolvemos la ecuacion:
T(n) =2T @/2)+ 2nlgn

= ZZT(%z) +2n lg% + 2nlgn
= 23T(%3) +2n lg%z +2n lgl}/z + 2nlgn

. i-1
ZZIT(}/Zij+2n Zolg%j
j:
i—1 i-1 .
=nT(1)+2nlgn Y 1-2n ). lg2
70 =0
i—1
=an+2nlgni -2n Zj:an +2nlgni- 2n

iGi—1)
= g

=an+2nﬂgm2-nﬂgm2—ngn:=m1+nﬂgm2—n@ne®nﬂgm2]

Y puesto que

n (g n)? dgm? 2089 Yoy

5= Limy_y oo =Limy_soo

Limn_> oo
n n 1

X —>o0

2 (Igx) 0
x In2

concluimos con O(n (Ig n)> )g @@2 ); 1.e., la nueva version es mas eficiente.

15.

Dado el siguiente algoritmo para calcular el maximo y el minimo de un vector de
enteros, determinese el N° DE COMPARACIONES entre componentes del vector que

se realizan en el caso peor.

proc MAX MIN (T[i..j], Max, Min)
—i<j

si T[i] e T[j] entonces Max:= T[j]; Min:= T[i];

sino Max:= T[i]; Min:= T[3j];

fin si;

si 141 e j-1 entonces
MAX MIN (T[i+1..j-11, Aux Max, Aux Min);
si Max < Aux Max entonces Max:= Aux Max;
si Aux Min < Min entonces Min:= Aux Min;

fin si;

fin proc;
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Las comparaciones entre componentes del vector son T[i] < T[j], Max < Aux Max y
Aux_ Min < Min.

El nimero de comparaciones que realiza el procedimiento MAX_ MIN sobre un vector de
tamafio n es

) = 1 n<2

™ =]th-2)+3 n>2
que resolviendo resulta t(n)= 3n/2 - 2.

16. Teniendo una secuencia de n claves distintas a ordenar, considérese la siguiente
variacion del algoritmo de Ordenacion por Insercion:

Para 2<i<n: insertar S(i) entre S(1)<S(2)<...<S(i-1) empleando la
busqueda dicotémica para determinar la posicion correcta donde debe
ser insertado S(i).

Es decir, el algoritmo de insercion para determinar la posicion donde debe insertarse
S(i) haré uso del siguiente algoritmo:

Alg BUSQ DICOT POSICION (Sec, Valor) devuelve Posicidn

-- Valor ¢ Hacer Cjto(Sec)
si Sec'Length=1 ent
si Sec(Sec'First)<Valor ent devolver Sec'First+1l
else devolver Sec'First
sino si Sec((Sec'length)/2)<Valor ent
devolver BUSQ DICOT POSICION (Sec(((Sec'length) /2)+1)

..Sec'Last),
Valor)
sino devolver BUSQ DICOT POSICION (Sec(Sec'First..
((Sec'length)/2)-1)), Valor)
Ejemplos:
S
[ 2 [ 5 T8 182 ] 30 [ valor [...]sS(n)
1 2 3 4 5 6 i e n

BUSQ DICOT POSICION(S(1..6), 1) —> Posicién: 1
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6),3) —> Posicién: 2
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6),9) —> Posicién: 4
BUSQ DICOT POSICION(S(1..6), 37) — Posicién: 7

Analizar lo siguiente de esta variante del algoritmo de Ordenacion por Insercion.

a) Comparaciones entre claves:
(Cual es un caso peor?
(Cudl es el orden del nimero de comparaciones entre claves que se haran en
ese peor caso?

b) Movimientos de claves:

(Cudl es el caso peor?
(Cuantos movimientos de claves en total se haran en el peor caso?
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c) (Cuadl es el orden del tiempo de ejecucion del algoritmo en el peor caso?

La)

(a) Cualquier caso es ejemplo de caso peor ya que siempre, salvo cuando la secuencia tiene
tamarfio unidad, se realiza llamada recursiva.

Sea t(i) el nimero de comparaciones de BUSQ DICOT POSICION(S(1..1), Valor). Se

satisface la ecuacion siguiente:
1 i=1

T() = HT(FD i>1
2

Suponiendo que i=2" y resolviendo: t(i)= t(i/2)+1=....= 1+lg1

El nimero de comparaciones de claves del algoritmo de Ordenacion sera:
n—1
> (1+ Igi)e O(nlgn)
i=1

(b)Un caso peor es cuando el vector de entrada viene ordenado decrecientemente, porque
obliga a mover el maximo nimero de claves en cada insercion.

En la insercion de la componente i-ésima movemos (n° de asignaciones de claves) i+1
claves: i-1 “traslaciones” mas dos para la insercion.

Tenemos que realizar una insercion por cada valor de y desde 2 hasta n, por consiguiente el
nimero de movimientos sera

L 2
> (i+1)eOn”)
i=2

(¢)El orden de esta variante del algoritmo de ordenacién por inserciéon es O(n?), debido a
que el numero de movimientos es de ese orden y esos movimientos son operaciones
elementales criticas (es decir, adecuadas para el analisis del algoritmo).

17. Hemos disefiado la siguiente version del algoritmo Mergesort con intencion de evitar
el uso de espacio extra de orden lineal.
Analice su eficiencia temporal.

procedure MERGESORT SOBRE VECTOR (V: in out VECTOR,
I,J: in INDICE) is
K: INDICE:= |I+J/2J;
begin
if ES PEQUENO(I,J) then SIMPLE SORT(V,I,J);
else
MERGESORT_SOBRE_VECTOR(V,I,K);
MERGESORT_SOBRE_VECTOR(V,K+1,J);
MERGE_SOBRE_VECTOR(V,I,K,J);
end if;
end MERGESORT_ SOBRE VECTOR;

siendo  MERGE SOBRE VECTOR(V,LX,J) un procedimiento que ordena el
segmento V(I..J) del vector V cuando recibe dos segmentos ordenados que ocupan
posiciones consecutivas V(I..X) y V(X+1..J)

procedure MERGE SOBRE VECTOR (V: in out VECTOR, I,X,J: in INDICE) is
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Izg: INDICE:=I; Der: INDICE:=X+1;
Aux: ELEM VECTOR;
begin
while 1Izg \= Der loop
if V(Izqg)>V(Der) then
Aux:= V(Izq);
V(Izq) :=V(Der) ;
Insertar Aux en V(Der..J) dejandolo ordenado;
end if;
Izg:= Izg+l;
end loop;
end MERGESORT SOBRE_VECTOR;

La)

El procedimiento Merge Sobre Vector(V,i,x,j) es de O(n) siendo n=j-i+1 el tamafio del
vector VJ[i..j]. Obsérvese que, en el caso peor, habrd que insertar n/2 elementos en
V[x+1.j], realizando n/2 movimientos de componentes del vector cuando Aux deba
colocarse en V(j).

Para analizar la eficiencia de MergeSort Sobre Vector(V,1,n) incluimos en la recurrencia
solo los sumandos fundamentales.

T { n=1 _ n=1
(M) =1T(n/2)+ Tmerge(n) n > 1 _%T(n/2)+n2 n>1

Luego, con cualquiera de estas dos formas necesitaria de un tiempo lineal en el nimero de
elementos que del vector., teniendo que repetir el proceso k veces. Asi pues, el orden del

Merge Sobre Vector dado vector con n elementos es O(n2 ):

{2 (2 ()2 o]

=23T 5 )+n2(1+é+212) tras 3 pasos
= 2iT(£) +n? i_li tras i pasos
21) T &0

Haciendo n=21 llegamos al caso basico, y puesto que el otro sumando contiene a una
progresion geométrica de razon 1/2:

—an+ n2(2—%) = 2n%+(a-2)ne O(n?)

De todo esto se concluye que el intento de ahorrar algo de espacio de memoria frente al
empleado por el MergeSort tradicional repercute en el orden temporal de la ejecucion
empeorandolo.

18. Suponga que vamos a utilizar el siguiente algoritmo para encontrar las k& mayores
claves de una lista de » claves.

function LAS K MAYORES CLAVES (Vec: in VECTOR; K: in INTEGER)
return VECTOR is
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M: VECTOR;
Claves: VECTOR(1..K);
begin
Crear monticulo M con las n claves;
for J in 1 .. K 1loop
Claves (J) := M(1);
M(1) := M(n-J+1) ; -- trasladar el ultimo a la raiz
HUNDIR_RAIZ(M(l..n—J));
end loop;
return Claves;
end LAS K MAYORES CLAVES;

(, De qué orden (en funcion de n) puede ser k para que este algoritmo sea de O(n)?

a )
Observado que el algoritmo consta de dos partes:

- construir monticulo € O(n)

- obtener los k mayores de un monticulo que inicialmente tiene n elementos:
k
Z lg(n —j) < klgn , es decir, O(k log n)
=

y con objeto de que el algoritmo sea O(n), serd necesario acotar superiormente el tiempo
del bucle de extraccion de los £ mayores elementos por dicho valor: O(k log n) € O(n).
Basta aplicar directamente la defincion de O

k logn e O(n)
& JeIng ((ce RH AMEeN) A Vn (n>np = klogn<cn))
& JeIng ((ce R AMeeN) A Vn (n>np =k <cn/logn))
< ke O(n/log n)

19. El siguiente algoritmo puede emplearse para buscar un nombre en un listin telefénico
(Obviamente el listado estd ordenado alfabéticamente):

function BUSCO (Lis: in Listado; Apellido: in String;
Salto: in Positive) return Integer is
-- Se supone que Apellido esta en Lis.
-- Devuelve el indice donde se encuentra Apellido en Lis.
begin
Indice:= Lis'First+Salto-1;
while Lis'Last>Indice and then Apellido>Lis(Indice) loop
Indice:= Indice+Salto;
end loop;
if Lis'Last>Indice

then Hasta:= Indice;
else Hasta:= Lis'Last;
end if;
return (BUSQUEDA LINEAL(Lis(Indice-Salto+1l..Hasta),h Apellido)) ;
end BUSCO;
a) (Cuantas veces se ejecuta la comparacion de Apellido con una componente de

Lis en el peor caso? (Sirve la misma observacion del ejercicio anterior. )
Sabemos que BUSQUEDA LINEAL(Lis(X..Y),Apellido) produce Y-X comparaciones.
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b) (Cambiaria el orden del algoritmo si en vez de BUSQUEDA LINEAL invocdsemos a
BUSQUEDA DICOTOMICA (Lis (X..Y),Apellido) que produce 1+|_10g (Y-X)J

comparaciones?
La)
Dependiendo de que n sea o no multiplo de Salto, el mayor nimero de comparaciones sera:
n .
(al) L J +salto — 1 si n mod salto # 0
salto
n .
(a2) — 1+salto —1 si n mod salto =0
salto

En el caso (al) el peor caso es cuando Apellido estd o bien en la posicién

Q m J * salto) -1 o bien en la tltima posicion (o penultima, porque requiere el mismo n° de
salto

. ., n
comparaciones) si ésta es nzt

J* salto + salto — 1, necesitando para cualquiera de los
salto

casos el nimero de comparaciones anteriormente mencionadas.

Por lo tanto, el n* mayor de comparaciones es el maximo de (al) y (a2).

Por otro lado, mencionar que el orden del algoritmo puede cambiar si invocamos
BUSQUEDA DICOTOMICA, dependiendo de la magnitud de salto:

(b1) { z

(b2)

salto
n

J +1+1g salto si n mod salto # 0

—1+1+lg salto si n mod salto=0
salto

Por ejemplo, si saltoe®(n) entonces el algoritmo pasaria a se O(Ign)

20. Para determinar si un item X se halla presente en una matriz cuadrada de items
T(1..n,1..n) cuyas filas y columnas estan ordenadas crecientemente (de izquierda a
derecha y de arriba a abajo respectivamente), se utiliza el siguiente algoritmo: (Sea
benevolente con el enunciado, admitiendo que siempre tenga sentido eso de “la
diagonal”)

e (Con busqueda dicotémica se busca X en la “diagonal”.

e Siencontramos X, terminamos.

e Sino, (encontramos p y q tales que p<X<q ) descartamos los dos trozos de la
matriz donde no puede estar X e invocamos recursivamente el mismo
procedimiento sobre los dos trozos restantes.
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(De qué orden es este algoritmo en el caso peor?

El caso peor sucede cuando X no se halla en la diagonal, sucediendo p<X<q, y
concretamente cuando esto sucede en la mitad de la diagonal, ya que ello conlleva a que
tan solo se desprecien dos trozos cada uno con un cuarto de elementos de la matriz.

Ahora bien, hay dos posibles alternativas a la hora de considerar el tamafio de la entrada:

a)

b)

21.

Sea n el nimero de filas (o columnas) puesto que la matriz es cuadrada. La busqueda
dicotémica requerird tiempo lg n, mientras que las dos llamadas recursivas se haran

con matrices de tamarfio n/2.
(a n=1

Tm) = %ngn + ZT(E) n>1

T(n) = lgn + ZT(LZIJ y haciendo n=2k

TN =12 +2TY") T - 2T =k (x-2)(x-1)7 =0;
Te=cl 2K+ 218 +c3 1Kk
que tras deshacer el cambio, obtenemos: T(n)=cln+ ¢2 +c3lgn €O(n)

Sea n el nimero de elementos de la matriz. En este caso, la busqueda dicotémica
requerira tiempo g \n, mientras que las dos llamadas recursivas se haran con matrices
de tamafo n/4.

Un array T contiene n numeros naturales distintos. Queremos conocer los menores m
nimeros de T. Sabemos que m es mucho menor que n. ;Como lo harias para que
resultara mas eficiente?:

(a) Ordenar T y tomar los m primeros.

(b) Invocar SELECCIONAR(T.,k) para k=1, 2, ...y m.

(c) Usar algtn otro método.

Justifica tu respuesta contrastando en tu estudio los analisis de caso peor y caso medio
conocidos.
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sl
(a) 1% ordenar (HeapSort) ( ©(n lg n) ) + 2% seleccionar los m menores ( ©(m) ):

Onlgn+m)

(b) SELECCIONAR _K( T(1..N), K) lo ejecutamos m veces con K=1, K=2,... y K=m:
- en el caso peor: Tp € ©(m n2)
- en el caso medio: Tm € O(mn)

(c) Hay distintas posibilidades: la primera es la mas sencilla y la peor. Las dos siguientes
son mejores:

(c1) I°: escoger el menor entre n elementos n-1  comparaciones
2°: escoger el menor entre los n-1 restantes n-2  comparaciones

m°: escoger el menor entre los n-(m-1) restantes n-m  comparaciones
€ O(nm)

(c2) Se puede mejorar (cl) empleando monticulos empleando la misma idea que en el

HeapSort:
Crear Monticulo de Minimos (T(1l..N)) € O(n)
for I in 1 .. m loop
Intercambiar Raiz y Ultimo( T(1..N-I+1) );
Hundir Raiz (T(1..N-I)); € O(m 1lg n)
end loop;
Devolver los m elementos (T (N-M+1..N)) € O (m)

€ O(ntmlgn+m)=0(Mm+tmlgn)

(c3) Se puede mejorar (c1) empleando SELECCIONAR K:

Una tnica llamada con SELECCIONAR K(T(1..N), m) nos devuelve en las primeras (m-
1) posiciones de T los m-1 elementos menores o iguales del vector y el la posicion m-
ésima el m-ésimo mas pequefio. Basta con luego devolver los m primeros elementos:

- en el caso peor: Tpe O(n%+ m)
- en el caso medio: Tme O(n+m)

COTEJO: sabemos m<<<n

peor medio
(a) O lgn+m) Onlgn+m)
(b) O(m n?) ©(m n)
(c)
(cD) O(n m) O(n m)
(c2) O(m+mlign) O(ntmlgn)
) |em?+m) O(n + m)

En el caso medio la mejor solucién es (c3). En el peor caso la mejor solucion es (c2).

OBS: Si no se os ha ocurrido (¢3), la mejor solucion tanto en el caso peor como en el
medio es (c2).

Si tampoco se os ha ocurrido (c2), entonces la mejor solucion dependera del valor de m ya
que, por ejemplo, en  los casos medios:
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m=n O(nlgn+m)c O(nm):O(m/;)

(a) (b)y(ch

m=1Ign O(n Ig n + m )=0(n Ig n) = O(nm)

(a) (b y (D)

22. Una persona piensa un nimero entero positivo W. Escribe un algoritmo para que otra
persona lo adivine realizdndole preguntas con la relaciones de orden: <, >, =. El
nimero de preguntas debe ser o(W).

a

Ya que se pide hallar una solucion de orden mejor que lineal en W, esto indica que la
busqueda del nimero W no se debe realizar por incrementos constantes (1,2 o en general ¢
constante). Se intenta entonces buscarlo con saltos potencias de 2, hasta que hallemos W o
el valor del salto exceda al mismo. Si sucede este ultimo caso, buscamos dicotomicamente
en el intervalo de niumero existentes entre el pentltimo y ultimo salto. El realizar saltos
potencias de 2 permite saber con exactitud el nimero de elementos (en este caso nimeros)
que hay en el intervalo que se realiza la busqueda dicotémica, lo cual es imprescindible
para determinar el orden de la misma.

Algoritmo:

procedure Adivina (W) is

begin
j:=0;
while EsMenor?(zj,W) loop

ji=j+1;

end loop;
if NoEs?(Zj,W) then Buquicotomica(Zj_1+1,23—1,W); end if;
Escribir (“*El nGmero gque has pensado es: ”, W);

end;

Andalisis del coste:
El algoritmo propuesto realiza el siguiente nimero de preguntas del tipo (<, =,...):

1. Si W="2' entonces Jj preguntas o, lo que es lo mismo, (Ig W).

2. Si2"'<W<2' entonces j preguntas mas las realizadas por la busqueda dicotdémica en
(2j'1,2j). Como en dicho intervalo hay ! elementos, se realizan O(log 2j'1) preguntas
en la busqueda dicotomica, o lo que es lo mismo, O(lg W) (por 2j'1<W<2j)

Debido a que tanto en (1) como (2) el nimero de preguntas realizadas es O(lg W) el orden
de la solucién propuesta es O(lg W) < o(W).

23.
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(a) Analiza el algoritmo siguiente, que transforma el array T(1..n) en un monticulo.

proc crear monticulo (T(1l..n))
para i:= Ln/2J disminuyendo hasta 1 hacer hundir (T(1..n), i)

(b) Con el analisis del apartado (a) habras descubierto que crear monticulo(T(1..n)) es
de O(n). Entonces, ;por qué es incorrecto el razonamiento siguiente para analizar el
algoritmo HeapSort?:

proc HeapSort (T(1l..n))
crear monticulo (T(1l..n))
para i:= n disminuyendo hasta 2 hacer
intercambiar T(1) y T (1)
hundir(T(1..i-1), 1)

Yo veo que crear monticulo (T(1..n)) realiza|n/2] veces el procedimiento
hundir, y que el bucle de n-1 iteraciones de HeapSort(T(1..n)) puede verse como 2
veces | n/2] realizaciones del procedimiento hundir (mas el intercambio que es de
O(1)). Por tanto HeapSort(T(1..n)) realiza consecutivamente tres fragmentos de
programa de O(n) cada uno y concluyo que HeapSort(T(1..n)) es de O(n).

sl
(a) Sea p= |_1g nlla profundidad de un monticulo con n elementos. En el caso peor el
procedimiento hundir, hunde un nodo hasta convertirlo en hoja:

e Por cada nivel que baja el elemento se realizan dos comparaciones (una entre los
hijos y otra entre el hijo mayor y el elemento a hundir en cuestion).

e Un nodo de nivel j cuando tras hundirlo se ha convertido en hoja, ha requerido pasar
por (p-j) niveles. O lo que es lo mismo, era la raiz de un monticulo de profundidad
(p-j) y tras hundir se ha convertido en hoja de ese mismo monticulo.

e En cada nivel j, el nimero de nodos internos (n° de nodos a hundir) es 2'.

Agrupando los resultados anteriores tenemos que el nimero de comparaciones realizadas
por el procedimiento hundir en el caso peor es:

p-l . p-l o pl
Tmy=  X20-H2 =2p22 =23 20 = 2p QP -1)-2((p-202P +2)=22P —2p-4=
i=0 [

2 o] 2llgn) -4<2n-21gn-4

T(n) € O(n)

(b) La incorreccion del razonamiento esta en “tres fragmentos de programa de O(n) cada
uno”, ya que no es cierto que realizar | n/2] veces hundir sea siempre de O(n), depende de
los pardmetros de nundir. Obsérvese que nhundir (T(1..n),1)) es de O(lg n-lg i) y, por
ejemplo, hundir n/2 veces una raiz -nundir (T(1..n),1)- resulta O(n Ign). Concretamente, en
el bucle del zeapsort se hunde la raiz en monticulos de tamafo (n-1), (n-2),..., y finalmente
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de tamafio 2. Ello implica que el trabajo realizado por hundir es, en el peor de los casos: Ig
(n-1) +1g (n-2) +...+ 1g 2 € O(n Ig n)

24. Considérese el algoritmo de ordenacion siguiente.

procedure TerciosSort (B: in out Vector; I,J: in Integer) is

LJ—IHJ
K: Integer:= 3 ;
begin
if B(I) > B(J) then Intercambiar(B(I),B(J)); end if;

if J-I+1 <= 2 then return; end if;
TerciosSort (B, I, J-K);
TerciosSort (B, I+K, J);
TerciosSort (B, I, J-K);

end TerciosSort;

—_—

(a) Analiza su tiempo de ejecucion.
(b) Comparalo con la eficiencia de InsertionSort y HeapSort.
Observaciones:

e Puedes considerar valores de n de la forma (3/2)".
log ca

® logpa=
b log.b

e log, 2=0.63092

s
El tiempo de ejecucion de TerciosSort se ha recogido en la siguiente ecuacion de

recurrencia.
(a sin<2

T(n):{3 T(gn)+b sin>2
7 \3
Una vez desarrollada la ecuacion de recurrencia se halla el patron general:
4 2\ i1
T(n) = 3' T((—) nj +bY.3
3 pny

Suponiendo que 7 =(3/2)" y que el caso basico se obtiene cuando i=k, tenemos que:

k-1

T(n)=3ka+b3 =(a+—b)3k—P
2 2 2

Como el orden de ejecucion se tiene que dar en funcidon de #n, sustituimos k por su valor

equivalente en funcion de n:

3 log, n log, n
n=(3/2) => logsn =klog; =; k =—==% = = logy n=clogsn
2 lOgs% 1-logy2  1-log,2

1 1
1-log;2  0,36908

Entonces: 3K =3¢093" _n® y por tanto T(n)e O(n°) con 2<c<3.
Por ello, concluimos que TerciosSort es asintéticamente peor que O(n log n) ya que O(n Ig
n) c O(n’).

Obsérvese el valor de c= =2,7094 ; asi pues, 2<c<3.
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25. Completa el siguiente algoritmo para que calcule el k-ésimo mayor elemento de los n
nimeros enteros que el procedimiento get-number (X: out integer) ird generando.
Nos interesa minimizar el espacio extra necesario, por tanto busca soluciones que no
requieran siempre espacio extra de Q(n).

for i := 1 to n loop
get-number (X)

end loop
return K ESIMO

ak

Aprovecharemos que el k-ésimo mayor elemento de n numeros es también el (n-k+1)-
¢simo menor de los mismos. Para minimizar el espacio extra utilizaremos un vector de
tamafio k si k<n/2 o bien de tamafio (n-k+1) si K>n/2. Para realizarlo de modo eficiente,
ese vector serd un monticulo:

e Sik<n/2: Registraremos los k mayores elementos recibidos hasta el momento en un
monticulo de minimos (valor de nodo padre menor o igual que el valor de nodo
hijo).

e Si k>n/2: Registraremos los (n-k+1) menores elementos recibidos hasta el
momento en un monticulo de maximos.

Obsérvese que, en el caso k<n/2, si el elemento recibido x es mayor que el valor de la raiz
del monticulo, nos interesa considerarlo. Por el contrario, en el caso k>n/2, nos interesa
cuando x es menor que el valor de la raiz.

Buscando simplicidad en la expresion del algoritmo, presentamos la version siguiente:

begin
if k<n/2
then
declare GRANDES: monticulo(l..k):= (others=>System.MIN INT) ;
G: boolean:= true;
end;
else
declare PEQUEﬁOS:monticulo(l..n—k+1):=(others=>System.MAX_INT);
G: boolean:= false;
end;
end if;

for I in 1..n loop
Get_Number (X) ;
case
G: if x>Raiz (GRANDES) then
GRANDES (1) : =X; Hundir (GRANDES, 1) ;
end if;
not G: if x<Raiz (PEQUENOS) then
PEQUENOS (1) :=X; Hundir (PEQUENOS, 1) ;
end if;
end case;
end loop;
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if G then K ESIMO:= Raiz (GRANDES) ;
else K ESIMO:= Raiz (PEQUENOS) ;
end if;
return K ESIMO;

end;

Las operaciones de hundir raiz son las que determina la eficiencia de este algoritmo, el
resto son operaciones elementales o de inicializacion que no vana elevar el orden. En el
peor caso hay que realizar n operaciones hundir en un monticulo con min(k, n-k+1)
elementos. Por lo tanto, O(n 1g (k, n-k+1)).

26. Un minimo local de un array A(a-1...b+1) es un elemento A(k) que satisface A(k-
1)>A(k)<A(k+1). Suponemos que a<b y A(a-1)>A(a) y A(b)<A(b+1); estas
condiciones garantizan la existencia de algin minimo local. Disefia un algoritmo que
encuentre algin minimo local de A(a-1...b+1) y que sea substancialmente mas rapido
que el evidente de O(n) en el peor caso. ;De qué orden es tu algoritmo?

& ;

a<b

A(a-1)= A(a) | son las condiciones que garantizan la existencia de un minimo local.
Ab)= A(b+1)

Solucién con la técnica "divide y venceras":

e Sihay 3 elementos: A(a-1)> A(a) < A(at1). El minimo local est4 en la posiciéon a

e Si hay mas de 3 elementos:
Puesto que se pide un algoritmo mejor que lineal, hay que evitar comparar todos los
elementos.
Si dividimos en dos partes iguales:

e si A((n/2)-1) > A(n/2) < A((n/2)+1) entonces el minimo local esta en la posicion
n/2

e sino --alguna de las inecuaciones de la condicion de arriba no es cierta

e si A((n/2)-1) < A(n/2) entonces nos encontramos en las condiciones que
garantizan la existencia de un minimo local entre (a-1) y (n/2)

e si no entonces nos encontramos en las condiciones que garantizan la existencia
de un minimo local entre ((n/2)-1) y (b+1)

function MIN LOCAL (A: in Vector) return Indice is
medio: Integer;
begin
if A'Length=3 then return(A'First+l);
else medio:= A'Length/2;
if A(medio-1)eA (medio) ¢A (medio+1)
then return(medio);
elsif A(medio-1)<A(medio)
then return MIN LOCAL(A(A'First..medio) ;
else return MIN LOCAL(A(medio-1..A'Last);
end if;
end if;
end MIN LOCAL;
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En cuanto al orden del algoritmo facilmente se puede observar que en el caso general se
realiza una uUnica llamada recursiva de tamafo (n/2). Por ello, podemos decir que a
MIN LOCAL le corresponde la misma ecuacion de recurrencia que al algoritmo de
"busqueda dicotomica" (T(n)=a + T(n/2)) concluyendo por ello que T(n) € O(lg n).

27.
a) Considera el algoritmo recursivo de busqueda dicotdomica en un vector ordenado:
(Si X no estuviera en el vector devuelve el indice 0):

proc BUSQ DICO (TI[i..3j], X, Ind)
si i< j entonces

k:= (i+j) div 2;
si TI[k] = X entonces devolver Ind:= k;
sino

si T[k]l<X entonces BUSQ DICO(T[k+1..j]1, X, Ind);
sino BUSQ_DICO(T[i. .k-1], X, Ind);
fin si;
fin si;
sino si i=j vy también TI[i]
entonces devolver Ind:=
sino devolver Ind:= 0;
fin si;
fin si;
fin proc;

= X
i;

Considérense dos implementaciones distintas del mismo algoritmo, en las cuales en
una el paso de parametros se realiza por referencia y en la otra por copia (o valor)
(Habria alguna diferencia en la eficacia temporal entre esas dos implementaciones?

b) En el Mergesort, ;habria alguna diferencia en la eficacia temporal entre las dos
posibilidades de paso de parametro antes mencionadas?

La)
(a.1) Paso del vector por referencia: Tiempo necesario para el paso O(1). Funcion temporal

de BUSQ DICO:

a n<l1

t(n) = {2) +b >l
2
Es conocido que t(n)e O(lgn).

(a.2) Paso del vector por valor: Tiempo necesario para el paso O(n) si el vector es de
tamafio n. Funcion temporal en este caso:

a n<l

t(n)= t(gj +n n>l1
2
Que resolviendo resulta t(n)e O(n).

(b.1) Para el algoritmo Mergesort, el paso del vector por referencia determina una funcion
temporal como la siguiente:
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a n<l

t(n)= 2t££) +n n>1
2

(b.2) El paso del vector por valor, necesitaria un tiempo O(n) para vectores de tamafio n,
pero la incidencia de esto en el orden de la funcion temporal es nula ya que sélo afecta al
coeficiente que pueda multiplicar al sumando n de 2t(n/2) + n.

28. Sea F(x) una funcion monotona decreciente y sea N el mayor entero que cumple
F(N)>0. Asumiendo que N existe, un algoritmo para determinar dicho N es el
siguiente:

I:=0;

while F(I)e0 loop
I:= 1 + 1;

end loop

N = I-1;

f(x)

nt+l

No obstante, esta solucion tiene complejidad O(N). Escribase un algoritmo cuyo
comportamiento asintotico sea mejor en funcion de N.

ak

Ya que se pide hallar una solucién de orden mejor que lineal en N, esto indica que la
busqueda del nimero N no se debe realizar por incrementos constantes (1,2 o en general ¢
constante). Se intenta entonces buscarlo con saltos potencias de 2, hasta que hallemos N o
lo superemos por primera vez. Si sucede este ultimo caso, buscamos dicotdmicamente en
el intervalo de niimeros existentes entre el pentltimo y Ultimo salto. El realizar saltos
potencias de 2 permite saber con exactitud el nimero de elementos (en este caso, nimeros)
que hay en el intervalo en el que se realiza la busqueda dicotomica, lo cual es
imprescindible para determinar el orden de la misma..

Algoritmo:
procedure Adivina (N) is
begin
j:=0; .
while F(2’)>0 loop
je=j+1;
end loop;

if F(2')=0 then N:= 2’; ‘

else BusgDicotomica (2’7+1,2’°-1,N); end if;

Escribir (“F(x) no negativa hasta x= “ & N);
end;

Analisis del coste:
El algoritmo propuesto tiene el siguiente coste:
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1. Si N= 2’ entonces j iteraciones del while (cada una de O(1)) o, lo que es lo mismo, O(lg
N).

2. Si 2"'<N<2’ entonces j iteraciones del while (cada una de O(1)) + las operaciones
realizadas por la bisqueda dicotomica en (2"12%). Como en dicho intervalo hay 2!
elementos, se realizan O(log 2J'1)_ preguntas en la busqueda dicotomica, o lo que es lo
mismo, O(Ig N) (porque 2"'<N<2)

Debido a que tanto en (1) como (2) el nuimero de operaciones realizadas es O(lg N), el
orden de la solucién propuesta es O(lg N) < o(N).

29. Sea una red internacional de n ordenadores. Cada ordenador X puede comunicarse con
cada uno de sus vecinos Y al precio de 1 dobléon por comunicacion. A través de las
conexiones de Y y subsiguientes, X puede comunicarse con el resto de ordenadores de
la red pagando a cada ordenador que utilice para la conexion el doblon
correspondiente.

Describe un algoritmo que calcule la tabla PRECIO(1..n) tal que PRECIO(i) es el
numero minimo de doblones que le cuesta al ordenador 1 establecer una conexidén con
el ordenador i

La)
Basta un recorrido en anchura del grafo que representa a la red, partiendo del nodo 1.

proc MARCA ANCHO (v: Vértice)

C:= cola vacia

marca(v) := true

PRECIO(v):= 0

afiadir (C, wv)

mientras no vacia(C) hacer
u:= retirar primero(C)
para cada vértice w adyacente a u hacer
si not marca(w) entonces

PRECIO (w) := PRECIO(u) + 1
marca(w) := true
afiadir (C, w)

fin para

Es evidente que el tiempo de este algoritmo es el mismo que el de un recorrido en anchura:
O(n+a), siendo a el numero de aristas (comunicaciones) del grafo.
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30. Dado el siguiente grafo:

(a) Escribe, en orden de seleccion, las aristas seleccionadas por el algoritmo de
Prim sobre ese grafo.

(b) Lo mismo que el apartado (a) pero con el algoritmo de Kruskal.
ﬁn.

(a). Supongamos que el vértice de partida es el 1: (1,3),(3,7),(7,2),(4,7),(4,6),(5,6)
(b) (2,7),(4,6),(1,3),(4,7),(5,6).(3,7)

31. Supongase que un grafo tiene exactamente 2 aristas que tienen el mismo peso.

(a) (Construye el algoritmo de Prim el mismo arbol de expansion minimo,
independientemente de cudl de esas aristas sea seleccionada antes?

(b) Lo mismo que el apartado (a) pero con el algoritmo de Kruskal.
La)
No tiene porque construir el mismo arbol de expansion en ninguno de los dos casos. Véase

el siguiente ejemplo. Tanto Kruskal como Prim podrian dar la solucion Solucién 1 6 Solucién
2.

(B) (B)

2

Solucién 1 Solucién 2.

32. Estudiese el siguiente algoritmo para calcular las componentes conexas de un grafo no
dirigido G=(VERTICES, ARISTAS) usando la estructura de particion:

45



proc COMPONENTES CONEXAS (G)
-- Inicializacion de la particion
para cada vértice v € VERTICES hacer Crear Parte(v) fin para;
para cada arista (x,y) € ARISTAS hacer
si BUSCAR(x) # BUSCAR(y)
entonces UNIR(ETIQUETA (x), ETIQUETA(y))
fin si;
fin para;
fin proc;
Si G tiene K componentes conexas, /cuantas operaciones BUSCAR se realizan?
(Cuantas operaciones UNIR se realizan? Exprésese el resultado en términos de

IVERTICES]|, JARISTAS]| y K.

ak

El nimero de operaciones BUSCAR es 2 por cada arista del grafo: 2* | ARISTAS |. El
nimero de operaciones UNIR es | VERTICES | -K.

Justificacién: Comenzamos con | VERTICES “componentes conexas”, y cada operacion
UNION reduce en 1 ese numero. Si al final el numero es K, el nimero de operaciones
UNIR habré sido | VERTICES | K.

33. Dado un grafo G no dirigido, el algoritmo de Kruskal determina el arbol de expansion
minimo de G empleando para ello la estructura particion UNION-FIND. El método
comienza ordenando el conjunto de aristas del grafo en orden creciente segin sus
pesos, para pasar a continuacion a tratar una a una estas aristas. Analicese una nueva
version de dicho algoritmo en la cual se emplea un monticulo (heap) para almacenar
las aristas, y de donde se iran cogiendo una a una para ser tratadas de la misma forma
que en la version original. Escribase el algoritmo y calctilese su orden en el caso peor.

Algoritmo KRUSKAL MODIFICADO (G=(N, A),...)
Crear Monticulo (A, MONTON)
Inicializar particidén(N)
while NUGmero de aristas seleccionadas # n-1 loop

{u,v}e— Minimo (MONTON)
Eliminar raiz (MONTON)
“SEGUIR IGUAL QUE KRUSKAL ORIGINAL”
end loop
end

- Crear_Monticulo(A, MONTON) es de O(a) siendo a el nimero de aristas de A.

- Inicializar particion(N) es de O(n) siendo n el nimero de vértices de N.

- Minimo(MONTON) es de O(1).

- Eliminar raiz(MONTON) es de O(lg m) siendo m el nimero de elementos de
MONTON.

Hay que realizar el mismo numero de operaciones unir, buscar que en el algoritmo de
Kruskal original, es decir O(alga); pero ademas hay que rehacer el monticulo
(Eliminar raiz(MONTON)) después de cada toma de la arista de menor peso, lo que en el
caso peor significa hacerlo a veces. Como empezamos con a-1 aristas, esto resulta
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lg(a-1) +1g(a-2) +....+ Ig 1 € O(alga)

Concluyendo, esta variante del algoritmo de Kruskal es de O(a lga) = O(a lg n).

34. Considérese la informacion registrada en una agencia de viajes referente a los vuelos
existentes entre todos los aeropuertos del mundo. Supongamos que toda conexion
aérea es de ida y vuelta. Queremos resolver el siguiente problema: Dados los
aeropuertos A y B ;Cual es el minimo niimero de transbordos en un viaje aéreo de A a
B?

(a) De los algoritmos de recorrido de grafos conocidos, cudl elegirias para
resolver este problema y por qué. Indica cual seria la modificacion pertinente
del algoritmo elegido.

(b) (Cual es la complejidad temporal de cada uno de los algoritmos sobre grafos
que conoces que resuelvan este problema?

(c) En conclusion, cual de ellos elegirias y por qué.

La)

(a) De los dos algoritmos de recorrido conocidos preferiria el de recorrido en anchura. Por
que me parece mas adecuado para resolver un problema de distancia minima en este grafo.
Iniciar el proceso partiendo del nodo A, y terminar el proceso, aunque no hayamos
recorrido todo el grafo, en cuanto se visite el nodo B, dando la distancia correspondiente.

(b) Recorrido en anchura O(n+a). Algoritmo de Dijkstra de calculo de las distancias
minimas de un nodo a todos los demas O(n?). Algoritmo de Floyd que calcula las
distancias minimas entre cada par de vértices O(n’).

(c) Con la modificacion indicada en (a) el recorrido en anchura parece el mas eficiente;
aunque en este caso el algoritmo de Dijkstra realiza casi la misma tarea.(en cada seleccion
voraz elige “al mas cercano”, y esa es precisamente la forma de trabajar del recorrido en
anchura).

35.- Supongamos que tenemos un algoritmo CAM(G,v) que, dado un grafo G con pesos no
negativos asociados a las aristas y un vértice v del mismo, nos devuelve las distancias
minimas para ir de v al resto de vértices del grafo G. ;Es cierto CAM(G,v)=
CAM(KRUSKAL(G),v)? Recuérdese que KRUSKAL(G) es un arbol de expansion
minimo de G.

#

No es cierto. He aqui un contraejemplo:
Dado el grafo
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Una solucion de Kruskal podria ser:

B
X
AN 2

De manera que la distancia desde el vértice A al C es de 4 en esa solucion.
Ahora bien, el camino mas corto de A a C tiene longitud 2, que seria el resultado que
obtendriamos al hacer CAM(G,A).

36. Tras haber visto el algoritmo de Dijkstra, el cual dado un grafo dirigido determina los
costes de los caminos minimos desde un vértice al resto, se pide modificar dicho
algoritmo preservando el orden de manera que:

(a) calcule ademas el NUMERO de caminos minimos y
(b) calcule lo suficiente para reconstruir esos caminos minimos.
Justificar las respuestas.

[Pista:

Para que el algoritmo de Dijkstra original, ademas de determinar los costes de los
caminos minimos, calcule los propios caminos (secuencias de vértices), basta con
afadirle otra tabla CAMINOS(1..n) que acumule dichos caminos de la siguiente
forma: En CAMINOS(x) se registra la lista de vértices que preceden inmediatamente
al vértice x en caminos minimos de 1 a x. Por ejemplo si CAMINOS(x) = [x1, x2, x3]
esto significa que (x1, x), (x2, x) y (x3, X) son ultimas aristas respectivas de caminos
minimos distintos de 1 a x.]

La)
Usaremos una tabla NCM(1..n) de nimeros naturales para registrar el nimero de caminos
minimos del nodo 1 a cadanodo Y.

Indicamos la inicializacion y la modificacion pertinente del algoritmo.

for Y in 1..n loop

D(I) := G(1, Y)
if D(I)=e then
NCM(I) := 0
CAMINOS (I) := Lista vacia
else
NCM(I) := 1
CAMINOS (I) := Afiadir( Lista wvacia, Nodo(1))
end loop

Una vez seleccionado el vértice X, para cada uno de sus adyacentes no seleccionados Y
habra que realizar lo siguiente:

if D(Y) > D(X)+G(X, Y) then
D(Y) > D(X)+G(X, Y)
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NCM(Y) := NCM(X)
CAMINOS (Y) := Afladir( Lista_vacia, Nodo (X))
--Cambiar la lista anterior por el vértice X

elsif D(Y) = D(X)+G(X, Y) then

NCM(Y) := NCM(Y)+NCM (X)

CAMINOS (Y) : = Afiadir ( CAMINOS (Y), Nodo (X)) --Caminos alternativos
end if

37. El problema de encontrar un subconjunto T de aristas de un grafo conexo G de manera
que todos los vértices del grafo queden conectados empleando tan sélo las aristas de T,
y la suma de los pesos de las aristas de T sea la menor posible sigue teniendo sentido
aun cuando el grafo G tenga aristas con pesos negativos. Sin embargo, la solucion
puede que ya no sea un arbol. Adéptese el algoritmo de Kruskal para que trabaje con
grafos cuyas aristas pueden tener pesos negativos.

ak
Para que la suma de pesos de las aristas de T sea minima, deben incluirse en T todas las
aristas negativas del grafo mas las positivas (de menos peso) estrictamente necesarias para

interconectar a todo los nodos del grafo. Una adaptacion simple del algoritmo de Kruskal
es la siguiente:

procedure KruskalExtendido (G: in Grafo; CA: out Aristas) is
begin
L Aris:=Ordenar Crecientemente las Aristas_del Grafo (ARISTAS(G)) ;
NumCompConexas:= CuantosVertices (VERTICES (G)) ;
ConjuntoVacio (CA) ;
Inic P _conjuntos cada uno con un vértice del grafo (VERTICES(G),
Comp_Conexas) ;
Primera arista sin considerar y eliminarla del cjto(L_Aris, (X,Y));
while NumCompConexas>1 or Peso (G, (X,Y))<0 loop
X dentro:= Buscar,(Comp Conexas, X);
Y dentro:= Buscar,(Comp_ Conexas, Y);
if Peso(G, (X,Y))<0
then Afladir Arista Cnjto(CA, (X,Y));
if Distintos (Comp Conexas, X dentro, Y dentro)
then NumCompConexas:= NumCompConexas-1;
end if;
Fusionar, (Comp_Conexas, (X,Y)) ;
else
if Distintos(Comp_ Conexas, X dentro, Y dentro)
then Afladir Arista Cnjto(CA, (X,Y));
NumCompConexas:= NumCompConexas-1;
Fusionar, (Comp_ Conexas, (X,Y)) ;
end if;
end if;
Primera arista sin considerar y eliminarla
del cjto(L_Aris, (X,Y));
end loop;
end;

Estudio del orden de ejecucion de la solucion propuesta:

Ambas soluciones tan sélo difieren en el codigo del ‘if” principal del bucle. Pero en ambas
soluciones, las ramas mas costosas de los mismos requieren el mismo orden. Por otro lado,
también en ambas soluciones el caso peor resulta cuando es necesario afiadir al conjunto
solucion la ultima arista tratada (por ejemplo, cuando todos las aristas tiene peso negativo).
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Asi pues, la solucion propuesta, al igual que la original de Kruskal es de O((p+a) log
(p+a)).

38. Sea un grafo dirigido aciclico con pesos no negativos en los arcos. Queremos un
algoritmo que calcule la maxima distancia de un vértice origen a cada uno de los
demas vértices. ;Seria correcto un algoritmo voraz con la seleccién voraz siguiente?:
Sea S el conjunto de vértices seleccionados (inicialmente S= {Origen}). Seleccionar el
vértice v S cuyo camino especial sea de longitud méxima.

(La nocién de camino especial es la analoga a la usada en el algoritmo de Dijkstra de
calculo de caminos minimos.)

La)
La seleccion voraz no es correcta. Proponemos el siguiente contragjemplo:
En el siguiente grafo, sea A el vértice origen

1
@\©
2 /
® °
En el ejemplo primeramente existen dos caminos especiales maximos elegibles. |[AB|=2 y
|AC|=1. Puesto que el primero de ellos, es mayor, se escogeria y admitiria éste, pasando
asi, el vértice B a pertenecer al conjunto S: S={A,B}. Puesto que el algoritmo seria voraz,

ningun candidato previamente considerado se reconsideraria, obligando ello a que la
distancia maxima hasta B calculada fuera 2, cosa que es falsa: |ACBJ=3.

39. Sea un grafo dirigido con pesos mayores o iguales que cero en los arcos.
En el algoritmo de Dijkstra, sea w un nodo fuera del conjunto de seleccionados S tras
haber afiadido un nuevo nodo v a S. ;Es posible que algun camino especial minimo del
origen a w pase por vy después por algin otro nodo de S? La respuesta debe quedar
justificada matematicamente.

ak
Si, es posible que cree un nuevo camino ESPECIAL MINIMO también que partiendo del
origen llegue a V, atraviese vértices de S y finalmente llegue hasta W (tal que W ¢ S).

Ejemplo:

OO+
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S={A,B} y D:

713

F G

Se escoge G (que equivale al vértice V del enunciado) y se actualizan el conjunto solucion
S y la tabla de distancias D a:
S={A,B,G} y D:

7 (-1

F G
Hay DOS caminos ESPECIALES MINIMOS hasta F: A-B-F y el nuevo A-G-B-F.

40. Escriba y analice un algoritmo que, dado un arbol T, determine la profundidad K con
el maximo numero de nodos de T. Si hubiera varias de esas profundidades,
determinese la mayor.

La)

Los nodos se tratan en el orden del recorrido en anchura partiendo de la raiz. Asi, cada vez
que se encole un nodo j de profundidad 4, encolamos tanto el nodo como su profundidad.
El tratamiento de un elemento tomado de la cola consiste en actualizar las variables
pertinentes y encolar todos sus hijos.

procedure PROF _CON_MAS NODOS (T:in ARBOL; Mayor Prof:out entero) is

COLA: COLA TAD:=VACIA C; Adyacentes Y: L NODOS;
Y,Z: VERTICE; Actual prof: entero;
Prof: entero:= 0; --profundidad del nodo en curso
Cont: entero:=0; --numero de nodos contabilizados en Actual prof
Max: entero; --numero de nodos en Mayor Prof
begin
if ES ARBOL VACIO(T) then Mayor Prof:= -1;
else
Mayor Prof:= 0; Max:= 1; Actual prof:= 0;
ANADIR COLA (COLA, (RAIZ(T), Prof)); --la profundidad de la raiz es 0
while not (ES_VACIA C(COLA)) 1loop
(Y,Prof) := CABEZA (COLA) ;
RETIRAR PRIMERO DE (COLA) ;
if Prof = Actual prof then Cont:= Cont+l
else if Cont=Max
then Max:= Cont; Mayor Prof:=Actual prof
end if
Actual prof:= Prof
end if;
Adyacentes_Y:= ADYACENTES (T, Y);
while not ( ES VACIA L(Adyacentes Y)) loop
Z:= CABEZA (Adyacentes Y);
RESTO_L? (Adyacentes_Y) ;
AKTADIR_COLA(COLA, (z,Prof+1)) ;
end loop;
end loop;
end if;

end PROF_CON_MAS NODOS;

Analisis del orden del tiempo de ejecucion:
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Al recorrido en anchura tan s6lo se le han afiadido algunas operaciones, las cuales
necesitan un tiempo constante de ejecucion. Recordando que en un arbol A=N-1, el bucle
es O(N), donde N=n° de nodos y A=n° de arcos.

41.- Sea la funcion recursiva
0 sim=0

f(n,m)=n sim=1
filn,|—= ||+1f|n,|— sim>1
2 2

(a) Es evidente que un programa recursivo ingenuo que calcule f{n,m) repetira
calculos. Al efecto de evitar estos calculos redundantes, escribe el programa
que calcula dicha funcién empleando para su disefio la técnica de
programacion dinédmica.

e Utilizando funciones con memoria.
e Utilizando una solucidn iterativa.

(b) Analiza la complejidad de las soluciones del apartado anterior. ;Encuentras
alguna diferencia en el nimero de sumas a realizar?

sl
Puesto que la recursion para que terminen los calculos depende de un s6lo argumento, m,
bastara con almacenar los resultados intermedios en una tabla unidimensional: TAB(0..m).

(a.1) Ya que los célculos intermedios de f(n,m) no generaran nunca el valor -1, se escoge
dicho valor como valor por defecto. (Suponemos N>0, sino el valor por defecto a emplear
podria ser min (-1, N-1).) Se inicializard toda la tabla con el mismo salvo las
posiciones 0 y 1, las cuales se iniciaran con los valores 0 y n respectivamente. El resto de
casillas que haya que rellenar, se rellenaran por demanda de las llamadas recursivas:

function PRINCIPAL (M,N: integer) return integer is

Tab: array (integer range 0.. M)
of integer:= (0=>0; 1=>N; others=>-1);

procedure AUX (M: integer) is

begin
if Tab (TECHO (M/2))=-1 then AUX (TECHO (M/2)); end if;
if Tab (SUELO (M/2))=-1 then AUX (SUELO (M/2)); end if;
Tab (M) := Tab (TECHO (M/2)) + Tab (SUELO(M/2)) ;
end AUX;
begin

if Tab(M/2)=-1 then AUX(M); end if;
return Tab (M) ;
end PRINCIPAL;

(a.2) En la solucién iterativa es necesario rellenar una a una y de la posicion 0 a la m todas
las casillas de la tabla siguiendo la definicion matematica de la funcion f:
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function PRINCIPAL (M,N: integer) return integer is

Tab: array (integer range 0.. M) of integer:= (0=>0; 1=>N);
begin
for P in 2 .. M loop
Tab (P) := Tab (TECHO (P/2)) + Tab (SUELO(P/2)) ;
end loop;

return Tab (M) ;
end PRINCIPAL;

(b.1) El orden del tiempo de inicializacién es ®@(M). Mientras que el calculo de Tab(M)
requerira a lo sumo el relleno de M/2 celdas (ya que no es necesario calcular nuevamente
los valores de las celdas de las posiciones [TECHO(P/2)+1..M-1]). Las que se calculan, tal
y como indica la funcion f, necesitan tiempo constate: dos accesos a posiciones anteriores+
una suma + una asignacion. Por tanto concluimos, que el orden de la solucion con
funciones con memoria es O(M)+O(M)= O(M).

(b.2) En este caso todas las celdas de la tabla se calculan una tnica vez. Cada posicion
necesita tiempo constante para ser calculada y almacenada. Por tanto, la solucion iterativa
es de O(M).

Siguiendo la argumentacion de los dos puntos anteriores, facilmente se puede observar que
mientras que en la solucidn recursiva se necesitaran a lo sumo de M/2 sumas en la iterativa
seran necesarias M-2.

L oas , oy . 2n—1
42. ;Qué técnica usarias para escribir un programa eficiente que calcule fin) =n+— X f(i)
nj=|

siendo f(1)=1? Justifica brevemente de qué orden seria ese programa.

La)

Observado que la funcion esta definida mediante una ecuacion recursiva y que el calculo
de ciertas sumas se reitera una y otra vez, la técnica de programacion a emplear para
obtener un programa eficiente seria la programacion dinamica.

Aunque a primera vista parece suficiente con almacenar los valores intermedios f(i) (i
€[1,n]) en una tabla, ello no evitaria el tener que calcular el sumatorio (y en consecuencia
repetir muchas sumas) para cada nuevo valor de la funcion (en su rango correspondiente).
Al no evitar recalculos de sumas, esta solucion no se admitiria como programacion
dindmica.

No obstante, si tuviéramos una matriz bidimensional tal que:

Tabla F:
1 | FQ() F(-1) F() F(n)
2 10 F(1)+...+F(I-1) F(1)+...+F(D)
1 I-1 I n

El relleno de la tabla se realizaria de izquierda a derecha de manera que en la iteracion I
bastaria con calcular:

Tabla F(1)(I):= I+ 2/n Tabla F(2)(I-1)
Tabla F(2)(I):=Tabla F(2)(I-1) + Tabla_F(1)()
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Dichos calculos requeririan tiempo constante. Puesto que habria que realizar n iteraciones,
el calculo de F(n)e O(n).

Obsérvese que en un nuevo refinamiento se podria evitar el tener una tabla bidimensional.
Bastaria con dos variables, una para tener F(I) y la otra para tener F(1)+...+F(I) e irlas
actualizando en cada iteracion I. No obstante, el orden den tiempo de ejecucidon se
mantendria, aunque el espacio extra de memoria empleado se reduciria ostensiblemente,
hasta constate.

43.- Sea A: array (1..n) of integer con n>0, y sea la funcion

function SUMA? (A(1l..i)) return boolean is
-1>0
if i=1 A A(1)#0 then return false;
elsif A(i)=suma(A(1l..i-1)) then return true;

else return SUMA? (A(1..i-1));

siendo
function suma (A(l..k)) return integer is
s:integer:=0;
for j:=1 to k loop s:=s+A(j) end loop
return s;

La evaluacion de SUMA?(A(1..n)) devuelve un valor booleano que indica si alguno de
los elementos del vector A(1..n) coincide con la suma de todos los elementos que le
preceden. Analice la eficiencia de esta evaluacion.

Utilice otra técnica para escribir un programa que resuelva el problema de un modo
mas eficiente. Analice la eficiencia de su propuesta.

a )

La funcion suma(A(l..1)) es, obviamente, de ©(i). Por tanto, la funcién de coste de
SUMA?(A(1..1)) viene determinada por la recurrencia siguiente:

En el peor caso, se comprueba A(i)= suma(A(l..i-1)) y se invoca recursivamente a
SUMA?(A(1..i-1)).

t(n)= {a n<l

mn-D+tn—-1) n>1
k
Resolviéndola por expansion, se llega a una ecuacion patron f(n)=> (n —i)+t(n-k) que

i=1
n—1
: nn—1) 2
cuando n-k=1 resulta resolver f(n)=Y_i +a; y por tanto f(n)=a+ —, @(n )
i=1
Para resolver el problema de modo mads eficiente basta con dedicar una variable
k-1
AUX:integer a registrar Y a(i) para cada k pertinente.
i=1
function SUMA? (A(1l..1i)) return boolean is

--y>00]

AUX: integer:=0;

k: Indice:=1;

begin
while k<i and AUX/=A (k) loop
AUX:= AUX + A(k);
k:= k+1;

end loop

if k<i then return true;

else return false;
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end if;
end;

Este algoritmo es de ©(n) para i=n.

44.- Disefia y analiza un algoritmo que calcule la clausura transitiva R de una relacion
binaria R. Dada una relacion binaria R, xRy < xRy v ( 3z. xRz A zRy)

La)

xRy puede representarse como un arco de un grafo dirigido. Esto significa que calcular la
clausura transitiva equivale a determinar la existencia de un camino entre cada par de
vértices de un grafo dirigido. Sea R la matriz de adyacencia de tal grafo:

rue  si xRy

Rxy= alse  si —(xRy)

Una recurrencia analoga a la del algoritmo de Floyd para el célculo de caminos minimos
nos resuelve el problema.

Sea D,;Y = true, si existe camino de i aj usando los nodos {1,2,....k}; y falso, si no.

Se satisface la recurrencia siguiente:

pj = Dy V(D ADET) WK1
1
Dj = Ry

Y deseamos calcular Di;l para cada 1,j. Siguiendo el mismo estudio que el algoritmo de

Floyd, podemos calcular D; con n iteraciones de proceso sobre la misma matriz D.

begin
D:= R;
for K in 1..N loop
for I in 1..N loop
for J in 1..N loop
D(I,J) := D(I,J) or (D(I,K) and D(K,J));
end loop;
end loop;
end loop;
end;

Este algoritmo, como el de Floyd, es de ©(n )

45. Describe un algoritmo de programacién dinamica para el problema de seleccion de
actividades: Subconjunto de maxima cardinalidad de los intervalos [si,fj) 1 <i1<n,y

sin solapamientos dos a dos. Se basara en el célculo iterativo de NUM; para i=1,2,..,n
donde NUM;j es el maximo nimero de actividades mutuamente compatibles del

conjunto de actividades {1,2,..,i}. Supongase que la entrada viene ordenada
ascendentemente segin los tiempos de finalizacion: f] <2 <..<fp

Compara el tiempo que necesita este algoritmo frente al de la solucion voraz:
Selecciona el que antes termine y no se solape con los ya seleccionados.
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La)
Definimos NUM(i) = el maximo numero de actividades mutuamente compatibles del
conjunto de actividades {1,2,..,i}, con la recurrencia siguiente:
NUM(0)=0
NUM(1) = maximo { NUM(i-1), NUM()+1 : fi<s; }
(el 1 sumado a NUM(j) representa a la actividad nimero i1 formando parte de la seleccion).
Es evidente, con esta definicion, que para toda actividad i>1: NUM(i-1)<NUM(i). Por
tanto se satisface lo siguiente:
NUM(0)=0
NUM(1) = maximo ( NUM(i-1), NUM(k)+1) siendo fi= max{ f;: f; <s;}
El calculo de NUM(i) siguiendo esta definiciébn sin ninguna optimizacién precisa
determinar el valor k, calculo que se podria efectuar dicotomicamente con un coste O(lg 1)
para cada i=1..n. Sin embargo, dicho calculo es evitable, empleando espacio extra:
F(i) = hora de finalizacion minima (la menos restrictiva) de la tareas que hacen maximo a
Num(i).
[NUM(D),F(1)] = [1, fi]
[NUM(1),F(1)] [NUMC(-1)+1, f1]) si F(i-1)<s;
= [NUM(-1), F(i-1)]) si F(i-1)>s;
Esto permite un algoritmo simple de calculo de NUM(n) en ©(n) y con MEE(n) en ©O(n).

46. Tenemos n objetos de pesos p1,....pn y valores vl,...,vn y una mochila de capacidad

C. Escriba y analice un algoritmo que determine un subconjunto de objetos cuyo peso
total no exceda la capacidad de la mochila y cuyo valor total sea maximal. Todas las
cantidades C, vi y pj para i=1,...,n son nimeros naturales.

(No interesan soluciones que empleen el esquema de Backtracking.)

a )
Obsérvese que las selecciones voraces siguientes no son correctas:

(

a) Seleccionar el objeto que menos pesa.
Contraejemplo: p1=1, vi=1y p2=2, v2=2 y C=2.

(b) Seleccionar el objeto que mas vale.
Contraejemplo: p1=2, vi=3 y p2=1, v2=2 y p3=1, v3=2 y C=2.

(c) Seleccionar el objeto con mayor proporcion vi/p;.

Contraejemplo: p1=7, v1=8 y p2=5, v2=5y p3=6, v3=6 y C=11.

El intento de especificar el beneficio maximo que buscamos como:
B(C) = max [i:1..n] { vi + B(C-pj) / pi<C }
no es adecuado ya que no se considera si B(C-pj) se conseguira utilizando el objeto 1.

Esto nos lleva a proponer la siguiente especificacion
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Sea TASA(C,k) el valor maximo que puede contener la mochila cuando sélo se pueden
introducir en ella los objetos 1..k y sin exceder nunca la capacidad C.

Habré que estudiar si el valor maximo para TASA(C, k) se consigue usando el objeto k o
sin usarlo, y determinar los casos basicos:

TASA(0, k)=0

TASA(C, 0)=0

TASA(C, k)=0 si V(1<i<k). PESO(i)>C

TASA(C, k)= max { TASA(C, k-1), TASA(C-pk, k-1) + vk / pk<C }.

El valor deseado TASA(C, n) puede calcularse rellenando una matriz tasa (i:0..C, j:0..n)
segun la férmula y en el orden siguiente: para cada j:0..n rellenar cada 1:0..C.

Recogeremos en objetos(i, j) el objeto {j} si con ¢l se consiguio el valor méximo para
tasa(i, j) o bien {} en otro caso (Notese que podria representarse con los valores booleanos
true y false respectivamente) Necesitaremos, posteriormente, un algoritmo que recolecte
los objetos seleccionados.

Sea OBJETOS(C, k) un subconjunto de objetos de 1..k que maximiza TASA(C, k)
El valor deseado OBJETOS(C, n) se calcula con la férmula siguiente:

OBJETOS(C,0) = {}
OBJETOS(0,n) = {}
OBJETOS(C, k) = OBJETOS(C, k-1) si objetos(C, n) = {}
={n} U OBJETOS(C-pp, n-1) si pp<C y objetos(C, n) = {n}

Por todo ello es facil comprobar que el célculo de OBJETOS(C, n) es de O(n) y el de
TASA(C, n) es de O(Cn) y por tanto este ultimo seria el orden de nuestro algoritmo.
Asimismo, es obvio que el espacio extra utilizado es de O(Cn).

47. Dadas n clases de monedas v1,v2,...,vn y sabiendo que de cada clase se disponen de

tantas monedas como se precisen, escribase un algoritmo que determine cuantas
combinaciones distintas de monedas hay para devolver una cierta cantidad C.

Ej.: Si las clases de monedas fueran: vi=25, v2 =50, v3=75y v4 =100

Cantidad | Combinaciones distintas
100 5 formas: 25+75, 2 %50, 100, 4%25, 50+ 2 *25
116 0, no hay ninguna combinacién

Observacion: La combinacion 25+75 es la misma que 75+25 y por ello es una tnica
combinacion a considerar.

alk
Utilizaremos la técnica de programacion dindmica. Planteamos la recurrencia siguiente
para resolver el problema.
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Sea COMB(C, k) el nimero de combinaciones distintas de monedas {v1,v2,...,vk} para
sumar C.
-Para C>0y k>0:

COMB(C, k) = COMB(C, k-1) + COMB(C-v, k-1) +....+ COMB(CH.C/vi vk, k-1)
-Para C=0y k=0

COMB(0,k)=1 --La combinacion es dar cero monedas de cada clase.
-Para C>0y k=0

COMB(C, 0) =0 --Si no hay monedas no hay forma de sumar algo mayor que cero.

Pero otra recurrencia posible es la siguiente
COMB(C, k) = COMB(C, k-1) + COMB(C-v, k) dejando la definicién de los casos
basicos como ejercicio para el lector. El valor que deseamos calcular es COMB(C, n).
Para ello, rellenaremos una tabla indexada por 1..C y {v1,v2,...,vk} siguiendo la
formula de esta segunda recurrencia. Necesitamos rellenar C*n casillas y cada casilla
podemos calcularla en tiempo constante. Por tanto el orden es O(C*n).

Analiza el algoritmo que resulta de utilizar la primera recurrencia tal cual esta descrita.

48. Una subsecuencia de una secuencia S se obtiene retirando de S cualquier numero de
elementos de cualesquiera posiciones. Por ejemplo: acxb es una subsecuencia de
bbacabxxb.

La funcién recursiva f siguiente define (por casos) una subsecuencia comun de
longitud maximal de dos secuencias:

f(R,e)=¢

fle,S)=¢

f(a*R, a*S)=af(R, S)

f(a*R, b*S)= la de mayor longitud entre f(R, b*S) y f(a*R, S), (a#b)

Por ejemplo:
f(promotor, prometedor)=promtor,
f(aturdido, tranquilo)= trio,
f(si, no)=¢.

Disefia un algoritmo, utilizando la técnica de programacion dindmica (sin usar
funciones con memoria), que calcule la longitud de la subsecuencia f(R, S). ;De qué
orden es el tiempo y espacio empleado por tu solucion?

La)
Como toda solucion que deba ser implementada con la técnica de la "programacion
dindmica" daremos:

e ecuacion recursiva que resuelve el problema,

e tabla o matriz que se necesitara para almacenar las soluciones intermedias,

e algoritmo,

e orden tanto espacial como temporal requerido por la solucidn calculada.
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(1) les(R, €)=0
lles(e, S)=0
llcs(a*R, a*S)= 1+ llcs(R, S)
llcs(a*R, beS)=max { llcs(R, beS), llcs(a*R, S) } si (a#b)

(2) Necesitamos una matriz n x m tal que n=R'Length y m= S'Length

TAB_llcs
€ R(n) R(n-1..n) j°: R(n-j+1..n) R(1..n)
€ 0 0 0 0
S(m) 0
S(m-1..m) 0
1% S(m-i+1..m) ®
S(1..m) 0

TAB_lles(i,))
=@ = longitud de la subsecuencia comun de mayor longitud de R(n-j+1..n) y
S(m-i+1..m); es decir, los ultimos j elementos de R y los ltimos 1
elementos de S.

Primero, hay que inicializar a 0 las casillas de la fila 0 y la columna 0. Luego, la forma de
rellenar la tabla es de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha con los. La definicion
recursiva se recoge en la tabla de la forma siguiente:

TAB._lles(i,j)
= 1+ TAB _lles(i-1, j-1) si R(n-j+1) = S(m-i+1)
= max { TAB_lles(i-1, ), TAB_lles(, j-1) } si R(j) # S(i)

La solucidén a devolver es la cantidad que se obtenga en TAB llcs(m,n).

(3) Suponemos que las secuencias son S(1..m) y R(1..n). Puesto que se pide una solucion
iterativa:

function LONG LCS (S,R: in Vector) return Integer is

m :S'Length; n: R'Length;
TAB llcs: array (0..m,0..n);
begin

for I in 0..m loop TAB 1llcs(I,O0):
for J in 0..n loop TAB 1llcs(0,J):
for I in 1..m loop

for J in 1..n loop

0; end loop;
0; end loop;

if S(m-I+1) = R(n-J+1)
then TAB 1llcs(I,J):= 1+ TAB llcs(I-1,J-1);
else TAB llcs(I,J):= MAX( TAB llcs(I-
1,J),TAB 1llcs(I,J-1));
end if;
end loop;

end loop;
end LONG LCS;

(4) Suponemos que las secuencias son S(1..m) y R(1..n).
- Orden temporal: T(m,n) € O(m+n+mn)= G(mn)
- Orden espacial: MEE(m,n) e ®(mn) debida a la matriz empleada para almacenar los
resultados intermedios.
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49. Sea G=(V,A) un grafo orientado con pesos no negativos en los arcos y| V |=n.SeaL
la matriz de adyacencia que lo representa. Queremos calcular la distancia minima entre
cada par de vértices i,j € V, usando la siguiente férmula:

Dj = distancia minima de i a j cuando podemos dar, a lo sumo, p pasos.

Tenemos los valores basicos Dj = L; y para todos los i yj buscamos D~ sabiendo

que D] se define recursivamente: D = miny ,qvacente a i {D,,’-”I,Lik + D,’;"}

Resuelve el problema expuesto empleando la técnica de la programacion dindmica (sin
funciones con memoria), la cual debera recoger la definicion recursiva arriba expuesta;
es decir, se pide:

(a) determinar la estructura de almacenamiento de las soluciones parciales que se
va a emplear: vector o matriz, cada posicion de la estructura qué recoge o
representa, cudl es la inicializacion de la estructura, como se ird rellenando,
donde esta la solucion.

(b) algoritmo iterativo que calcula la definicién recursiva sobre la estructura
escogida y descrita en el apartado (a).

(c) analisis del orden del coste temporal y espacial: O(T(n)) y O(MEE(n)).

a )

(a) Para calcular la formula del enunciado de forma directa son necesarias dos matrices
nxn, D y D aux, puesto que una vez calculada la componente (i,j) en el paso p-ésimo (es
decir, DJ) todavia se podria necesitang ~! para calcular otra componente (h,j) del paso p-

¢simo (es decir, Dj) si resulta que i es adyacente a h ya que
_ . p-1 p-1 1 , . . ., . .
DZ —mln{Dhj geees Ly + D5 f Asi pues, mientras que en la iteracion p las distancias

minimas dando a lo sumo (p-1) pasos estaran almacenadas en la matriz D, en la otra se iran
almacenando las distancias minimas dando a lo sumo p pasos. Una vez, que todas las
distancias minimas con a lo sumo p paso se hayan calculado, estas se copiaran a la matriz
D. Inicialmente la matriz D se iniciara con los valores de L, ya que Dj = L. El valor de las
celdas de la matriz D_aux se pueden calcular de izquierda a derecha y de arriba a bajo. De
esta forma, fijados un p, un i y un | tras operar D(ij= D’ y

i
PN . p-1 -1 _1
D aux(i,j)=min kadyacentei{Dij L, + D,‘; |-

(b) El siguiente algoritmo calcula las distancias minimas entre pares de vértices tal y como
lo indica el enunciado y empleando/rellenando las matrices descritas en el apartado
anterior es el siguiente.

procedure Dist Minimas (L: in MAT REAL; D: out MAT REAL) is
Aux: FLOAT;
D aux: MAT REAL;
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begin
D:=L;
for p in D'RANGE(1l) 1loop
for i in D'RANGE(1l) 1loop
for j in D'RANGE(1l) 1loop
Aux:=D(1i,73);
para k adyacente desde i hacer
Aux:= min(Aux, L(i,k)+D(k,Jj);

fin para;

D aux (i, j) :=Aux;
end loop;
end loop;
D:=D_aux;
end loop;

end;

(¢) Es obvio que el algoritmo es de O(n*). Por otro lado, y ya que el algoritmo ha
necesitado de la matriz auxiliar D aux para calcular resultados intermedios, el orden de
memoria extra consumida es cuadratico en n, esto es, O(MEE(n?)).

50.- Sea el siguiente programa, con X ¢ Y nimeros positivos:

function PRINCIPAL (Num: positive) return real is
Tabla: array (integer range 1.. Num)

of real:= (1=>X; 2=>Y; others=>0);

function AUX (Num: natural) return real is
begin

if Tabla (Num-1)=0

then Tabla (Num-1) := AUX (Num-1) ;

end if;

if Tabla (Num-2)=0

then Tabla (Num-2) := AUX (Num-2) ;

end if;

Tabla (Num) := (Tabla (Num-1)+Tabla (Num-2)) / 2
end AUX;

begin

if Num<2 then return Tabla (Num) ;
else return AUX (Num) ;
end if;

end PRINCIPAL;

(a) Define la funcioén que calcula PRINCIPAL(n).

(b) Indica qué técnica se ha usado en el disefio del programa anterior.

(c) Analiza el tiempo de ejecucion de PRINCIPAL(n).

(d) ¢Usarias este algoritmo si como datos de entrada tuviéramos X=1 e Y=1?

(Por qué?
a )
(a)
X sin=1
PRINCIPAL(n) =Y sin=2
PRINCIPAL(n -1) + PRINCIPAL(n -2) gin>2

2
(b) La técnica empleada es programacion dindmica con funciones con memoria. Tabla es

estructura de memoria donde se acumulan los resultados parciales a partir de los cuales se
general resultado de subproblemas de tamano mayor.
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(c) Claramente se distinguen los siguientes bloques de operaciones con sus respectivos
ordenes:
e Lainicializacion de las n posiciones de Tabla requiere ©(n).
e Las posiciones [3..n] se rellenan una vez mas. Para calcular el valor a asignar a una
de esas posiciones (i) hay que acceder a las dos posiciones anteriores (i-2) e (i-1)),
hacer una suma y una division y luego asignar el valor resultante en la posicion (i).
Todo ello requiere tiempo constante. Pero como se realiza (n-2) veces, estas
operaciones necesitan también en total ®(n).
e [a devolucion necesita tiempo constante.
Aplicando la regla de la suma el algoritmo es O(n).

(d) No. Ya que en ese caso calcula PRINCIPAL(n) es la funcién constante 1( i.e. bastaria
con para cualquier entrada n positiva devolver 1), para lo cual es suficiente con ©(1).

51.- Escribe un programa que decida si un natural dado N es producto de tres naturales
consecutivos y cuyo orden temporal sea o(n). Calcula su orden temporal.

sl

Nos piden determinar si existe cierto natural Y, que verifique Y * (Y+1) * (Y+2) =N
siguiendo una técnica dicotdmica. De la ecuacion anterior se desprende que en caso de que
exista, Ye[0..N].

function ESTR DIC (CInf,CSup: in Indice) return Par is
-- Se supone: CSup=ClInf

TalVez Y: Indice := SUELO( (CSup-CInf)/2);
N Aux: Natural;
begin

if CSup<CInf then return (False, 0);

else N Aux:= TalVez Y * (TalVez Y+1) * (TalVez Y+2);
if N Aux = N then return (True, TalVez Y);
elsif N_Aux>N
then return ESTR DIC(CInf, Tal Vez Y-1);
else return ESTR DIC(Tal Vez Y+1, Csup);
end if;

end if;

end ESTR DIC;

La estrategia del programa anterior es claramente dicotomica puesto que el intervalo de
busqueda del natural Y se reduce en cada llamada recursiva a un intervalo de tamafio
mitad. Ademas, ya que para cada intervalo el nimero de operaciones a realizar requieren
tiempo constante, el orden de la solucion expuesta aqui es O(lg N)c< o(N).

52. Es conocido que la version clasica del algoritmo QuickSort(T(1..n)) es de ©(n2) en el
caso peor. Usando los siguientes algoritmos, ambos de ©(n) en el caso peor:
Mediana(T(1..n), M) que calcula la mediana M del vector de enteros T(l..n) y
Clasificar(T(1..n), P) que permuta los elementos de T(1..n) de manera que, al final:

st T(1)<P y T(j)=P entonces i<j
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si T(j)=P y T(k)>P entonces j<k

escribe y analiza otra version de QuickSort(T(1..n)) cuya complejidad temporal sea
0(n2) en el caso peor.

proc QuickSort mediana (T(i..3))
if i<j then

(1) Mediana (T(i..3j), M)
(2) Clasificar (T(i..j, M)

(3) p:= El menor indice de i..j tal que T(p)=M
(4) g:= El mayor indice de i..j tal que T(qg)=M
QuickSort mediana (T(i..p-1))

QuickSort mediana (T(g+1..3j))

end if

En el peor caso (1)+(2)+(3)+(4) es de ©(n) y la funcién temporal de QuickSort mediana
(T(1..n)) responde a la recurrencia siguiente f(n) = 2f(n/2) + ©(n) que pertenece a O(n Ig

n).

53. El algoritmo de Floyd calcula la distancia minima entre cada par de nodos de un grafo
orientado con pesos no negativos asociados a los arcos. Modificalo para que ademas
calcule el nimero de caminos con distancia minima que hay entre cada par de nodos.

£

kel Ci‘kl +C§:j1] la cual indica:

La recurrencia definida por Floyd es: C%f j=minij,

%(,j i’jl,C}f[{l +C§'j1]el coste mas barato para ir de 1 a j atravesando a lo

sumo los vértices [1..k]

o C

= min

. C%‘l'(l + Clﬁ'jl indica el coste de ir i a j atravesando k.

Al igual que se calcula en la matriz C los costes, podemos emplear otra matriz N (con las
mismas dimensiones) para determinar el n° de caminos con distancias minimas que hay
entre cada par de nodos. LA misma habré que actualizarla de la siguiente forma:

e Hay que iniciar N correctamente. Primeramente, solo se puede ir de i a j si hay
arco entre 1y j. Esto es, si C? j <e° yen este caso el camino es Unico (suponemos que

la no existencia de arco esta sefializado con peso o).

o Sicl=ciil oy (i#k yke)

k _ k-1 k gkl kol gkl
entonces Cij=Cij ¥ Nj;j=Nj; +Njp "Ny

o k-1 _ k-1, k-1 k _ k-1, ~k-1 Kk k-l k-1
e Si Ci; >Cjx *tCyjentonces C;;=Ci +Ci 7y Nyju =N *No.
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ookl k-l kel k _ k-1 k _ k-l
o Si Ci,j <Ci,k +Ck’j entonces Ci,j _Ci,j y Ni,j —Ni’j .
Esto significa que el algoritmo de Floyd retocado seria:
procedure FloydRetocado (Dist: in MAT REAL; C: in out MAT_ REAL;
N: in out MAT REAL) is
begin
C:= Dist;

Iniciar A Ceros_Y Unos(C, N);
for KX in D'RANGE(1l) 1loop
for I in D'RANGE(1l) 1loop
for J in D'RANGE(1l) 1loop
if C(i,j) = C(i,k)+C(k,3J)
then N(i,j):= N(i,3j) + N(i,k)*N(k,]j);

elsif C(i,j) > C(i,k)+C(k,3)
then C(i,j):= C(i,k)+C(k,73);
N(i,j):= N(i,k)*N(k,]j);
end if;
end loop;
end loop;
end loop;

end;

54. Imagina un robot situado sobre unos railes sin fin, con posibilidad de movimiento de
un paso a derecha o izquierda con actualizar(situacion, sentido) y con posibilidad de
advertir la presencia de un objeto buscado con esta en(situacion). El siguiente
algoritmo mueve “pendularmente” al robot en busca del objeto citado, partiendo del
origen 0.

limite:= 1
sentido:= derecha
loop
situacion:= 0
while situacion<limite loop
actualizar (situacion, sentido)
if esta en(situacion)
then return (situacion, sentido)
end if
end loop
sentido:= cambiar (sentido)
for i in 1..limite loop
actualizar (situacion, sentido)
end loop
limite:= 2*limite
end loop

Sabiendo que el objeto sera encontrado, analiza el nimero de veces que se realizara la
operacion actualizar(situacion, sentido) en funcién de la distancia del objeto al origen.

&
Los bucles (1) y (2) son, respectivamente, de ida y vuelta. Sumados, realizan 2*limite
veces la operacion.
Supongamos que la distancia al origen es d siendo 2! < d < 2*. Entonces, en el peor caso,
el numero de veces que se realiza la operacion es el siguiente (obsérvese que al principio
limite=1)

2+ 2% +2%2% 4 4 2¥2N 4 2k =0x2k - 1) + 25 = 3%k -2
Siendo d = 2" tenemos el numero de realizaciones de la operacién es O(d).
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55.- ;Cuantos arboles binarios distintos se pueden formar con n nodos? Sea C(n) ese
numero.
Sabemos que C(0)=1 -el arbol vacio-, C(1)=1 -un arbol con sélo raiz- y C(2)= 2 los

arboles:

Puedes dibujar los arboles para calcular C(3) y C(4).

(a) Encuentra una definicion recursiva para calcular C(n) considerando el
siguiente diagrama:

Puedes comprobarla con tus dibujos para n=3,4.

(b) Escribe el algoritmo que calcule C(n) siguiendo tu recurrencia con la técnica
de Programacion Dinamica e indica su complejidad.

sl
(a) Obsérvese que por cada arbol binario que podamos formar con 1 nodos tenemos C(n-i-
1) posibilidades en la parte derecha. Por tanto tenemos:

C0)=1
c()=1
n-—1
Cn)= X (CH*C(n-i-1)) sinz2
i=0
(b) En esta ocasion hemos optado por la programacion dindmica iterativa:

function N _ARBIN (Num: natural) return natural is

C: array (integer range 0.. Num) of natural:=
(0,1=>1; others=>0) ;

Suma: natural;

begin

for K in 2..Num 1loop
Suma:=0;
for I in 0..K-1 1loop

Suma:= Suma + (C(I)*C(K-I-1)) ;

end loop;
C(K) := Suma;

end loop;

return C(Num) ;
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end N ARBIN;

Obs: Se podria incluso haber evitado el uso de la variable auxiliar Suma lo cual requeriria

acumular directamente sobre C(K) y hacer sucesivos accesos y asignaciones a posiciones
de la tabla C.

La complejidad de la solucion viene determinada por el sumatorio
n k-1 n
Tm= > Xl= Keo(’)
K=2 i=0 K=2
Y el espacio extra de memoria consumido lo determina la tabla C empleada, i.e., ©(n).

56. Escribe la recurrencia que sirve de fundamento para la aplicacion de la técnica de

programacion dindmica al problema de minimizacion del numero de productos
escalares en la multiplicacion de una serie de matrices AjA;...A,,.
El algoritmo que resuelve este problema calcula una tabla factor(1l..n,1..n) tal que
factor(i,j)=k si la factorizacion Optima es (A;...Ax)(Ax+1...Aj). Escribe y analiza un
algoritmo que, a partir de factor(l..n,1..n), imprima la parentizaciéon Optima del
producto AjA;...A,.

M(1,j) = minimo [i<k<j-1] {M(1,k) + M(k+1,j) + di.; di dj } para 1<i<j<n
M(1,1) =0
siendo d;_; d; la dimension la matriz A;.

proc IMPRIME PARENTESIS (i, j)

if i<j then
Imprime (™ (")
IMPRIME PARENTESIS (i, factor(i,j))
Imprime (“*"“)
IMPRIME PARENTESIS (factor(i,j)+1, jJ)
Imprime (“) ")

else --i5j
Imprime (“A")

Es un recorrido en inorden del arbol binario de analisis de la expresion parentizada. Por
tanto es lineal en el nimero de nodos de ese arbol que es O(n).

57. Di de qué orden es la siguiente recurrencia:

(1 n< 4
T =4 (2) o1 s
L \4
sl
Se opta por resolver wuna simplificacion de la  ecuaciébn  propuesta

(1 n<4
T(n) = 3 T( n) ++¥n 1> 4 Dbuesto que en cuanto a orden son equivalentes:

[\
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T(n) =T(W4)+ vn
= T(n/4%)+ J: + ¥n

= T(n/43)+ r { ¥
= ... = T(n/4))+ ’ +, +J:+‘/r + ¥h

i-14
T+ VE Y — T4+ ¥a+¥n ¥ —
nkl\/_ ’ n1<Z=:12k

° n=4i; \/r_1=21; Ig Vo =i

=1+ +vn ++h (1 —%)z 1+2+h -2 e ©({Wn)

58. Es conocido que O(n) ¢ O(n * Ign)  O(n * +n )yC O(n2 = O(n3 ). Clasifica O(T(n)) en esa
cadena de inclusiones siendo:
(1 n<l

n) = (n
T(m) %L4*TK—3)+n n>1

Tal vez te resulte 1til saber que: fog34=126184
#
T(m) =4Tm/3)+n
= 4 (4 T/32)+ (0/3) y+ n =42 T/3%) + 4/3 n+n
=42 4T3+ 3)2 )+ 4B n+n=43 TW/33) + @32 n+43n+n
= =4 TwaY+ @3 n+ .+ @32 n+43n+n

N}
. . i-1 7k . (—j -1
_ 4l i 47 _ 4 3
=4 T((n/3))+n Y (—j = 4 T(l) + n——"—
3 4
k=0 =-1
3
e puesto que todos los logaritmos son del mismo orden, tomaremos logaritmos

en base 3
e n=3% lg3n=i;
. 4i
=41+ 30 = 3n =410 340830 3,
3
_ g plesd g 40126084 3 e@(nl'%j

En lo referente a la clasificacion del resultado, es sabido que:

O(n*¥n)=0(n!")
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1+a

O(n*Ign)cO(n" ) Ya>0

Luego, O(n*Ign)c 0(n!2®)c 0(n ++/hn)

59. Escribe un algoritmo que dados un vector de n enteros y un entero X, determine si
existen en el vector dos numeros cuya suma sea X. El tiempo de tu algoritmo debe ser
de O(n*Ign). Analiza tu algoritmo y demuestra que es asi.

sl
Se propone el siguiente algoritmo:

function buscarYZ (Val: in Tabla(l..N); X: in Integer) return
Integer is
Y,Z: Integer; Hallado:boolean;
Valor: Tabla(l..N);
begin
MergeSort (Val, Valor);
for Ind in 1..N-1 loop
Y:=Valor (Ind) ;
Z:=X-Y;
BUSQUEDA DICOTOMICA (Valor (Ind+1l..N, Z, Pos);
if Valor’First<=Pos and Pos <=Valor’Last

then return Pos; --naturalmente la pareja es (Ind, Pos)
end if;
end loop;
return 0; -- suponiendo que 0 no sea indice valido de Val, o bien

-- podria devolverse Val’First-1
end;

Analisis del orden del algoritmo:
1. La ordenacién de n enteros mediante el MergeSort es O(n Ign)
2. Se repetira a lo sumo 7 veces un bucle cuyo coste temporal es:
e Dos asignaciones + sentencia if requieren O(1)
e La busqueda dicotomica es logaritmica en el numero de elementos: O(lg 1) (y
concretamente Vi(i<n— O(Ig i) < O(lgn))
Luego, el bucle es O(n Ign)
Asi pues, y aplicando la regla de la suma, la solucidon propuesta tiene orden: ©(n Ign)
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60. El cuadrado de un grafo dirigido G = (V, A) es el grafo G* = (V, B) tal que (u, w) B
si y s6lo si para algin ve V tenemos que (u, V)EA y (v, w)e A. Es decir, G* tiene un
arco de u a w cuando G tiene un camino de longitud (exactamente) 2 de u a w.
Describe algoritmos eficientes que calculen G” a partir de G para las dos
representaciones conocidas: matriz de adyacencia y lista de adyacencias. Analiza el
tiempo de tus algoritmos.

sl

Podemos usar la misma idea con cualquiera de las dos representaciones. Llamemos V al
conjunto de adyacentes de u y W al conjunto de los adyacentes de los nodos de V. El
conjunto W son los adyacentes de u en el nuevo grafo G*.

e matriz de adyacencia
El enunciado no indica nada si el grafo es pesado o no, ni si la matriz de adyacencia es de
booleanos o numérica, ni si tiene ciclos de longitud 1 o no. Las siguientes suposiciones no
restringen generalidad alguna de la solucion:
1. Supondremos que la matriz de adyacencia es booleana, tal que si el vértice v es
adyacente de u entonces G(u,v)=True, y False en caso contrario.
2. Supondremos que no hay ciclos de longitud 1; es decir, para cualquier vértice u del
grafo G(u,u)=False.

Algoritmo propuesto:
procedure cuadrado (G: in grafo; G2: out grafo) is
begin
Incicializar con False(G2) ;
for u in Rango de Vértices (G) loop
for v in Rango de Vértices (G) loop
if G(u,v) then
for w in Rango de Vértices (G) loop
if G(v,w) then G2 (u,w):= True; end if;
end loop;
end if;
end loop;
end loop;
end;

Analisis del orden:

Es evidente que el orden es ctbico en el numero de vértices de G, que es el mismo que el
de G2.

e lista de adyacencias

Algoritmo propuesto:
procedure cuadrado (G: in grafo; G2: out grafo) is
begin
Incicializar con sublistas vacias el vector de adyacencias (G2) ;
for u in Rango de Vértices (G) loop

(1) V:= Vertices Adyacentes (G,u);
while not Es Vacio(V) loop
(1) vl:= Primer Vertice en Lista(V); Resto Lista(V);
(1) W:= Vertices Adyacentes (G,vl) ;
(1) Concat la Lista a los Adyacentes del vertice(G2,u,W);
(2) Eliminar Repetidos De Adyacentes (G2,u) ;
end loop;
end loop;

end;

Andlisis del orden: G tiene n vértices y a arcos.
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Bucle de inicializacion: O(n), ya que la creacion de una lista vacia precisa de tiempo
constante.

Primer bucle: En el caso peor para cada nodo u de G tenemos (n-1) vértices adyacentes.

e suponemos que se puede hacer en tiempo constante a el acceso a los adyacentes a
un vértice y la concatenacion de dos listas.  Ref. (1) en el programa

e hay que eliminar vértices repetidos. Puede haber n vértices distintos a lo sumo, y en
cada iteracion del while, solo puede tener dicha lista longitud 2n. Sabiendo esto, se
puede eliminar las repeticiones en tiempo O(n), usando un vector ESTA de tamafo
n donde registramos lo siguiente:

ESTA(i)= true < el nodo i estéd en la lista actual de adyacentes de u en G2.

Ref. 2) del
programa

Luego, el primer bucle requiere: O(n * n * (a + bn))= on)

Concluimos pues que el orden de dicha solucién es O(n’) en el peor caso.

61. Dado un grafo dirigido, llamamos anillo a una serie de tres 0 més nodos conectados en
forma de ciclo en los dos sentidos. Por ejemplo, en el grafo dirigido de la figura

Lé\

se ha destacado el unico anillo que contiene. Inspirandote en el método del recorrido
en profundidad, disefia y analiza un algoritmo eficiente que indique si un grafo
dirigido contiene o no al menos un anillo.

&

Observaciones:

e Nos interesa que el grafo venga dado mediante matriz de adyacencia para determinar en
tiempo constante si existe doble-arco entre dos vértices (esto es, dos arcos en
direcciones opuestas)

e Nos basamos en el recorrido en profundidad. Es preciso controlar:

e si un vértice ha sido ya visitado o no (para ello se empleard una tabla que
llamaremos Marca)

e estando en un vértice ya visitado, desde donde habiamos llegado hasta ¢él (para ello
se empleard una tabla que llamaremos Padre), con vistas a avanzar en profundidad
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y no ciclar en el recorrido entre dos vértices conectados mediante un doble-arco.

Hay que evitar esto por varios motivos:
(a) por riesgo a ciclar indefinidamente en entre dos vértices: v—>w —>v —w ...
(b) por riesgo a concluir que existe anillo, cuando realmente s6lo se ha

comprobado: v <> w

Adaptacién del recorrido en profundidad sobre grafos:

procedimiento EXISTE ANILLO (G: Grafo; Hay anillo: Boolean)
Marca, Padre: array (RANGO(G)) ;
procedimiento Marcar Prof (v: Vértice)

empezar
Marca(v) := Cierto;
para cada w € ADYACENTES A(v) hacer -- equivale a que existe v > w
si v ES_ADYACENTE A w; -- equivale a “existe?” v« w
entonces
si Marca(w)=Falso entonces
Padre (w) :=v; MARCAR PROF (w) ;
sino -- westd marcado
si Padre(v)=#w --  HAY ANILLO!
entonces Hay Anillo:= Cierto; Salir;
fin si;
fin si;
fin si;
fin para;
fin procedimiento;
empezar
Hay Anillo:=Falso; - - aun no se ha encontrado ningun anillo
para cada v € VERTICES(G) hacer
Marca (v) := Falso; Padre(v) := “*x”

fin para;
para cada v € VERTICES(G) hacer
si Hay Anillo

entonces Salir;
sino si Marca(v)= Falso; entonces MARCAR_ PROF (V) ;

fin si;
fin para;
fin procedimiento;

Andlisis del coste temporal de la solucion propuesta:

e Suponemos que el grafo tiene n vértices y a arcos.

e En el caso peor se tratan todos los vértices y todos los arcos. Cada fila de la matriz de
adyacencia solo se recorre una vez y tan solo a veces habrd que efectuar algin
tratamiento de O(1) (el tratamiento recursivo es una forma de controlar las operaciones,
pero no modifica el nimero de las mismas).

Asi pues, el orden de la solucion propuesta es O(n?).

62. Recuerda que Fib(0) =0, Fib(1) = 1 y Fib(n) = Fib(n-1) + Fib(n-2) para n>2.

1. Supén que el coste de sumar, restar y multiplicar dos ntmeros es O(1),
independientemente del tamafio de los nimeros.
Escribe y analiza un algoritmo que calcule Fib(n) en tiempo O(n).

2. Escribe y analiza otro algoritmo que calcule Fib(n) en tiempo O(lgn) usando suma
y multiplicacion.
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. - . . 0 1 fibg 1
(Ayuda: Considera la siguiente matriz y sus potencias: ( j = [I 0 j )

1 1) \fib 1

3. Supodn ahora que para sumar dos ntimeros de 3 bits se necesita un tiempo en O(p3)
y que para multiplicarlos necesitamos tiempo en O(B?).

Analiza tu algoritmo del apartado (4.1) tomando el nimero de bits como tamafio de la
entrada y considerando el correspondiente coste de las operaciones aritméticas.

1+1/§\n
2 )

Recuerda que Fib(n) = (

£
62.1)

function Fibonaccié2.1 (N:
K, Fa, Fb, Aux: Integer;
begin
if N=0 or N=1 then
else Fa:=0; Fb:=1;
for K in 2..N loop

in Integer) return Integer is

return N;

Aux:= Fa + Fb; Fa:= Fb; Fb:= Aux;
end loop;
return Fb;
end if;
end;

La solucién propuesta es evidentemente lineal en el valor de la entrada, n: O(n)

62.2) Proponemos una solucion sencilla basada en calculo de operaciones (sin repeticion)
de las potencias de una cierta base, la cual, en este caso, es la matriz sugerida:

function Fibonacci62.2 (N: in Integer) return Integer is

0 1
Sol, M: MatCuadra2:= \1 ‘)

!

function potenciaFib (F: in MatCuadra; Y: in Exponente)

return MatCuadra is
Aux: MatCuadra;
begin

if Y=1 then return F;

else Aux:= potenciaFib (F, Y div 2);
Aux:= Producto MatCuadrada (Aux, Aux) ;
if Impar(Y)
then return Producto MatCuadrada
else return Aux;
end if;

end if;

(Aux, M) ;

end;
begin
if N=0 then return 0;

0 1
else Sol:= PotenciaMat((1 1), N) ;
return Sol(2,1);
end if;
end;
Analisis del orden temporal:

Tpotencia (Y):a+Tp0tencia(y/ 2) € O(lg y )
Tab (n)=a+Tpotencia(n) € O(lgn)

62.3) Sabemos que:
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e Fib(n) = (+f% 5‘ Si A es un numero: [lg,A |es el niimero de bits del valor A y

[ 1
[logA Jes el nimero de digitos de A. Luego, Fib(n) tiene | lgy (+ ‘/-% 5‘ ‘ bits, esto es, n

{lg 2£1 +‘/§/2 ) 1 bits o en notacion asintotica O(n).

Entonces, en el algoritmo de 62.1, al sumar los valores Fib(i) i=0..n, el orden con respecto
al nimero de bits de los valores responde a la suma

1+2+..+i+..n € O(n?).
Observa que si el tamafo en nimero de bits de una entrada es B entonces su valor es de
0(2%).
De modo que si el valor de la entrada (que es n) tiene tamafio B, el orden -en funcion de
ese tamafo- es

0(2® *2) = 0(4P).

63. Dada una cantidad M ;cudl es el maximo numero X, con X<M, que podemos calcular
a partir de una cantidad inicial C y aplicando repetidamente las operaciones *2, *3,
*5? Emplea la técnica de la programacion dindmica para determinar dicho niimero X'y
analiza el orden del algoritmo propuesto.

&
Para darle soluciéon un problema con la técnica de la programacion dindmica los pasos a
seguir son siempre:
a) Definicion de la ecuacion de recurrencia que da solucion al problema
b) Definicion de la estructura que almacenara las soluciones intermedias. Determinar
claramente qué almacena cada posicion de la estructura, como se inicializara, en
qué orden ha de completarse y como a partir de ella se obtiene el resultado del
problema original
¢) Algoritmo recursivo o iterativo que implementa lo expresado por la ecuacion del
punto 1, recogiendo los resultado parciales sobre la estructura definida en 2 y
evitando a toda costa repetir célculos realizados con anterioridad.
d) Analisis del orden de la solucion propuesta.

Una solucion posible a nuestro problema es la siguiente es:
a) Supongamos V,L=0y L=V

tanteo(V,L)

= max {tanteo(2*V,L), tanteo(3*V,L), tanteo(5*V,L)} si L>5*V

= max {tanteo(2*V,L), tanteo(3*V,L)} si S*¥V>L>3*V

= tanteo(2*V,L) si 3*¥V>L>2*V
tanteo(V,L) =V si 2*V>L

b) Los resultado intermedios los almacenaremos en una tabla unidimensional:
TApuestas
| | | [
C i M
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donde
TApuestas(i): es el valor mas cercano y no superior a M que se pueda obtener
partiendo de iy tan s6lo aplicandole productos *2, *3, *5

Inicializacion de la estructura:

e por la segunda ecuaciéon de tanteo, sabemos Vj (MZjZLM/2J+1->tanteo(j,M)=j), luego
para esos valores j: TApuestas(j)=j

e cl resto se inicializa a -1, que indicard que aun el valor no se ha calculado

El resultado: TApuestas(C)

c)
procedure Apuestas (C,M: in integer; X: out Integer) is
TApuestas: array (C..M) of Integer;

function Tanteo (V,L) is

begin
if TApuestas(V)=-1 and 2*V>L then
then TApuestas (V) := V; return TApuestas (V) ;
else if 5*V<=L
then if TApuestas (5*V)=-1
then t5:= Tanteo(5*V,L) ;
else t5:= TApuestas (5*V) ;
end if;
else t5:=0;
end if;
if 3*V<=L
then if TApuestas (3*V)=-1
then t3:= Tanteo (3*V,L);
else t3:= TApuestas (3*V);
end if;
else t3:=0;
end if;
if 2*V<=L
then if TApuestas (2*V)=-1
then t2:= Tanteo (2*V,L) ;
else t2:= TApuestas (2*V) ;
end if;
else t2:=0;
end if;
TApuestas (V) := max (t2,t3,t5);
return TApuestas (V) ;
end if;
begin
for J in C .. (M div 2) loop TApuestas(J):=-1; end loop;

for J in (M div 2)+1.. M loop TApuestas(J) :=J; end loop;
X:= Tanteo(C,M) ;

end;

d) Analisis del orden:

El numero de celdas a rellenar son M-C+1

e La inicializacion rellena una vez y en tiempo constante cada una de las celdas. En total,
OM-C+1)

e Solo se hacen llamadas recursivas cuando el subproblema atn no ha sido calculado (no
se hacen llamadas inutiles. Se recalculan a lo sumo M/2 celdas (aquellas inicializadas
con valor -1). Para calcular el valor a almacenar en cada una de éstas celdas se ejecutan
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3 sentencias if en tiempo constante, se obtiene el maximo de tres valores y se almacena
y devuelve dicho valor. Esto es, a los sumo el valor de M/2 celdas se recalcula
nuevamente en tiempo constante cada una de ellas. Esto requiere O(M)

Concluimos afiadiendo que la solucion propuesta tiene orden O(M).

64.
1. Justifica que el algoritmo tipico que usas para multiplicar dos numeros enteros A y B
realiza O(m*n) multiplicaciones elementales y O(m*n) sumas elementales, siendo m
y n el numero de digitos de A y B respectivamente. (Llamamos elemental a la
multiplicacion (resp. suma) de dos digitos decimales.)

2. En realidad, las operaciones Ax10, | B/10] y B mod 10 pueden considerarse de O(1)
(consiste simplemente en afadir, eliminar o seleccionar una cifra decimal). Por tanto
para realizarlas no necesitamos multiplicaciones ni sumas. Analiza el numero de
multiplicaciones elementales (resp. el nimero de sumas elementales) que se realizan
con el siguiente algoritmo de multiplicacion:

funcidén Multiplicar (A,B)

si B=0 entonces resultado O

si no resultado A* (B mod 10) + Multiplicar (Ax10,
lB/10])

donde + y * son las operaciones de suma y multiplicacion tipicas consideradas en el
apartado (4.1). Fijate que las operaciones “x10”, “*”)y “Multiplicar” son tres
operaciones diferentes.

#
1. supongamos m>n (el otro caso es analogo)
Am. Am._1 A2 Al
B.. . B, B
Am. B1 A2 B] A] B1
An. Bs... A, By, A1 B
An. B... A, B, A B,

n* méaximo de multiplicaciones:
e una multiplicacion entre dos digitos lleva tiempo constante.
e para obtener cada fila se precisan hacer m multiplicaciones.
e hay n filas
el n* de multiplicaciones a realizar precisa tiempo O(n*m)

n* méximo de sumas:
e las sumas se hacen por columnas.
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2.

e cn cada columna a lo sumo hay n digitos, uno por cada fila (+1 si hubiera llevada
de la columna anterior). Sumar todos ellos requiere O(n), considerando que la suma
de dos digitos tiene orden O(1).

e alo sumo hay O(n+m) columnas (orden del nimero de digitos del valor resultante)

el n* de sumas a realizar precisa tiempo O((n+m)*n)=0(n*+m*n)=0(m*n)

NM(m,n)=n° de multiplicaciones que se realizan cuando el primer numero tiene m

digitos y el segundo n.

NM(m,n)=m + NM(m+1, n-1)= m+ NM(m+1, n-1) sin>1
NM(m,1)=m

Célculo del orden:
NM(m,n)
=m+ NM(m+1, n-1) =m + (m+1) + NM(m+2, n-2)
=m + (m+1) + (m+2)+ NM(m+3, n-3) = ...
=m+ (m+1)+ (m+2)+...+ (m+(n-2))+NM(m+(n-1),n-(n-1))
=m+ (m+1)+...+ (m+(n-2))+NM(@m+n-1, 1)
=m + (m+1) + (m+2)+...+(m+(n-2))+ m
= n*m+(1+2+3+...4+n-2)e O(n*m)+O(n*)=(up m>n) O(N*m)

La multiplicacion de A y B con |[A|=m y |B|=n digitos nos puede dar un n° con O(m+n)
digitos.

65.

NS(m,n)=n° de sumas que se realizan cuando el primer nimero tiene m digitos y el
segundo n.

No nos interesa el nimero exacto de sumas, pero si el orden.

NS(m,n) = O(m+n) + NM(m+1, n-1)= (sup m>ny m + NM(m+1, n-1) sin>1

NS(m,1) =m+1

No es preciso repetir los calculos para determinar el orden del numero de sumas
realizadas ya que la ecuacion simplificada obtenida es igual a la del subapartado
anterior. Asi pues, el orden de sumas que realizara dicha solucion es O(n*m).

Supongamos 7 clases de monedas. La moneda de clase i (para cada i=1..n) es de valor
v; y tenemos exactamente ¢; monedas de esa clase. Escribe y analiza un algoritmo que
determine de cuantas formas distintas podemos sumar un valor M con esas monedas.

Ej.: Si las clases de monedas fueran dos con las siguientes cantidades:
v]=25,c1=10; v2=100,c2=2

Valor | Formas distintas
250 3 formas: 2*100 + 2*25, 1%100 + 6*25, 10*25
300 2 formas: 2*100 + 4*25, 1%100 + 8*25

La combinacion 25+100 es la misma que 100+25, y por ello es una unica a considerar.
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sl

Se opta resolver el problema mediante la técnica de programacion dindmica:

Para darle solucion a un problema con dicha técnica los pasos a seguir son:

1. Definicion de la ecuacion de recurrencia que da solucién al problema.

2. Definicion de la estructura que almacenara las soluciones intermedias. Determinar
claramente qué almacena cada posicion de la estructura, como se inicializara, en qué
orden ha de completarse y como a partir de ella se obtiene el resultado del problema
original.

3. Algoritmo recursivo o iterativo que implementa lo expresado por la ecuacion del punto
1, recogiendo los resultados parciales sobre la estructura definida en 2 y evitando a toda
costa repetir calculos realizados con anterioridad.

4. Andlisis del orden de la solucion propuesta.

Una solucion posible a nuestro problema es la siguiente:
1. Suponemos que de la clase i de monedas V(i) es el valor y que exactamente tenemos
C(i) monedas. Sea

CombiRes(j,1): el nimero de combinaciones distintas existentes para sumar el valor j
empleando las clases [1..1] de monedas, sabiendo que:

Vp (i2p=1— V(p)= valor numérico de la moneda de laclasep A
C(p)= cantidad de monedas disponibles de la clase p)

CombiRes(0,1)) = 1

-- La combinacion empleada para devolver la cantidad 0 es no emplear moneda alguna

CombiRes(B,0)= 0 -- El valor B no es descomponible
CombiRes(B,i)= CombiRes(B,i-1)+CombiRes(B-V(i),i-1)*+CombiRes(B-2V(i),i-1)+...
+CombiRes(B-j V(i),i-1) con j=min{ C(i), LB/V(i)]}

2. Los resultados intermedios los almacenaremos en una matriz bidimensional:

Comb
0 1 ] M
0 1 0 0 0 0 0
1 1
1
1 1
1
n 1

donde Comb(j,i) = CombiRes(j,i)

Inicializacion de la estructura:

e por la primera ecuacion de recurrencia: Vi (n=2i=0— Comb(0,i)=1)
e por la segunda ecuacion de recurrencia: Vj (M=>j=1— Comb(j,0)=0)

e ¢l resto se inicializa a -1, que indicara que atn el valor no se ha calculado

El resultado en: Comb(M,n):
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Completado: mediante llamadas recursivas efectivas (= que calculan el valor por primera
y unica vez). La primera llamada provocara el completado de la matriz y en
concreto el de la casilla solucion a devolver.

procedure CombinacionesDistintas (M: in Integer;
V,C: in Tabla(l..N))
return Integer is

Comb: array (0..M,0..N) of Integer:=(others=>(others=>-1));

procedure Combinaciones (Val: in Integer; K: in Integer) is
begin

-- Comb(Val, K) =-1

if Comb(Val, K-1)=-1 then Combinaciones(Val, K-1); end if;

AcumulaCombDistintas:= Combinaciones (Val, K-1);
for Veces in 1.. Minimo{}C(K), M div V(K)) 1loop
if Comb(Val - Veces*V(K) , K-1)=-1
then Combinaciones (Val - Veces*V(K) , K-1);
end if;

AcumulaCombDistintas:= AcumulaCombDistintas
+ Comb (Val - Veces*V(K), K-1);

end loop;
Comb (Val, K):= AcumulaCombDistintas;
end;
begin
for I in 0 .. N loop Comb(0,I):=1; end loop;
for J in 1 .. M loop Comb(J,1):=0; end loop;

if Comb(M,N)=-1 then Combinaciones (M, N) ;
return Comb (M, N) ;

end;

4.  Andalisis del coste temporal:
La matriz Comb con M*n celdas:

e Se inicializa cada celda en tiempo constante, O(1)

e El valor de O(M*n) celdas se calcula una vez mas, segin la ecuacion tercera de la
definicidn recursiva. El coste temporal para completar la celda Comb(j,i) depende
de la cantidad j, del valor V(i) de las monedas de la clase i y de la cantidad de
monedas C(i) que se disponen de dicha clase. Asi pues, en el caso peor, cuando j es

maximo (M) el nimero mayor de veces que se repetira el bucle con indice Veces se
efectuara

max{minav% ( 1)J,c(1)),minQV% o J,C(Z)),...,minq\’% (H)J,C(n)) }
=max| < i< n{minav%(i)J’C(i))}

Concluimos que el orden temporal de la solucién propuesta es:

O(M *n*max|<i< n{min(LV%(i)J’c(i)) }]
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Andalisis del espacio extra de memoria consumido: ©(M*n), por la matriz Comb

66. Una expresion aritmética puede representarse mediante un DAG (gafo dirigido
aciclico). Esta representacion es mds compacta que la de arbol, porque las
subexpresiones repetidas solo tienen que aparecer una vez. Por ejemplo, la expresion
2+3*4+(3*4)/5 podria representarse mediante el DAG de la figura. Cada operador (o
nodo interno) tiene exactamente dos operandos (o arcos). Escribe y analiza un
algoritmo lineal en el nimero de nodos que evalte la expresion aritmética dada por un
DAG de estas caracteristicas.
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Supongamos que los nodos (internos o no) estan numerados.

(Es conocido el indice o numeracion del nodo raiz?
Supondremos que nos lo da la funcién Raiz(G).

Idea del proceso general a seguir para calcular el valor de un dag:
e siel vértice a examinar ya ha sido evaluado, devolvemos dicho valor
e siel vértice aun no ha sido evaluado su valor se obtiene de la siguiente forma

e siel vértice es hoja: devolvemos su valor numérico
e si el vértice no es hoja: evaluamos, si son precisos, sus subgrafos izquierdo y
derecho y operamos dichos valores con el operador almacenado en el vértice

Es decir, lo que realizamos es un recorrido en profundidad en un grafo que de partida
sabemos quién es su raiz y que cada nodo interno tiene exactamente dos subgrafos
adyacentes, denominados izquierdo y derecho. Es imprescindible llevar constancia de si un
subgrafo ha sido o no ya evaluado (=marcado) para evitar repetir calculos.

Optamos por una representacion del siguiente estilo:
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Cada vértice o nodo i del grafo tiene cuatro componentes:

C:
c:
A\

contenido del vértice i: valor numérico u operador binario aritmético.

indicara si el subgrafo con raiz el nodo i ha sido (t) o no (f) evaluado.

valor del subgrafo con raiz el nodo i; campo con valor asociado siempre y cuando
el nodo 1 haya sido previamente evaluado.

s: si el nodo i es hoja entonces la lista vacia, si no, la lista de sus dos subgrafos
adyacentes (siguientes), primero representara al operando izquierdo y el segundo al
operando derecho del operador aritmético que esta en el campo ¢ de i.

Algoritmo:

begin

Inicializar campos E a no_evaluados (G) ;
evaluar nodo (G,Raiz(G)) ; -- Raiz(G): da el indice del nodo raiz de G
return devolver valor del subgrafo con raiz(G,Raiz(G));

-- el campo v del nodo r

end;

evaluar nodo (G, k)

if Es numérico (G, k) -- Es una hoja
then Almacenar valor_en el campo_ v (G,k,Campo C(G,k))
else AI:=Adyacente Izquierdo (G,k) ; -- indice del nodo-izquierdo del nodo k

AD:= Adyacente_ Derecho (G, k) ;
if No Evaluado(G, AI) then evaluar nodo(G, AI); end if;
if No Evaluado(G, AD) then evaluar nodo(G, AD); end if;
Res:= operar (Campo_ C (G, k),
devolver valor del subgrafo con raiz(G,AI),
devolver valor del subgrafo con raiz(G,AD)) ;
Almacenar valor en el campo v (G, k,Res);

end if;

Marcar Evaluado (G, k) -- almacenar a true en el campo E

Analisis del orden:

G tiene n vértices y a arcos, pero por las caracteristicas de nuestros dag, a<2n
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e Raiz(G): Si es conocido se precisa tiempo constante. Si no es conocido hay que
recorrer cada uno de los nodos y cada uno de sus arcos una sola vez para calcular el
indegree del grafo y devolver aquel nodo que no tenga ningiin arco entrante. Es
conocido que este proceso se puede hacer en tiempo O(n+a), luego en nuestro caso
O(n).

e Se inicializan los n nodos a no evaluados en tiempo constante cada uno, luego:
O(n)

e (Cada nodo se evalua una sola vez operando de la siguiente forma:

e sies hoja: acceso a un campo, obtener valor y almacenarlo en otro campo del
nodo: O(1)

e si es nodo interno: se obtienen los valores de los subgrafos izquierdo y
derecho, se obtiene el operador aritmético y se opera. El resultado se almacena
en otro campo del nodo. Todo ello se realiza en O(1)

e La evaluacion total de todos los nodos precisa tiempo O(n).

e No obstante, un nodo podria ser visitado mas de una vez; esto es, tantas veces
como predecesores (arcos entrantes) tenga (de hecho, tantas veces como se
repita la subexpresion aritmética que representa en la expresion aritmética
total). Pero cada arco se trata también una sola vez (en tiempo constate) y
estos son menos de 2n.

Concluimos pues, que la evaluacioén de dags propuesta requiere O(n+a)=0(n+2n)=0(n)
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